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画 法 几何 学 是 几何 学 的 一 个 分 支 ， 它 借 坊 并 面 上 的 图 象 ( 图 ) 来 研究 客观 世界 中 物体 的 空间 
形状 以 及 相应 的 几何 虐 律 。 

因此 ， 画 革 几 何 学 的 内 容 可 上 归纳 为 下 面 册 个 基本 问题 ，1) 研 究 在 半 面 上 作 空 间 形体 的 图 象 
《图 ) 的 方法 ; 2? 研究 利用 图 象 (图 ) 米 解决 和 探讨 空间 问题 的 方法 。 

图 象 的 需要 , 看 原始 社会 电 就 已 轻 点 现 出 来 。 这 可 以 从 保存 到 更 在 的 右 块 ,岩石 和 原始 人 的 
物品 与 起 具 上 所 刻 表 的 许 主 多 多 的 图 象 得 到 证 明 。 人 类 生产 活动 进一步 的 发 展 、 向 人 们 近 出 了 
如 位 在 平面 上 更 准确 地 表示 空间 物体 的 同 题 。 建 筑 轰 完工 强 及 其 它 建 筑 物 都 要 求 预先 画 出 它们 
的 图 象 或 岁 。 机 器 生产 以 及 人 人 有 | 各 方面 的 生产 活动 也 -一样 需要 图 。 从 某 个 年 代 起 ， 制 造 尾 何 物 
储 贸 次 先 哨 出 它 的 疾 , 这 种 图 不 仅 能 够 确 定 物 体 各 部 分 的 形状 和 大 小 , 而 且 还 能 够 获得 物体 的 艾 
从 概 念 。 向 图 象 (图 ) 提 州 的 种 种 更 剖 的 监 求 ， 引 起 了 研究 “图 象 理论 ?的 必要 性 。 这 种 理论 就 煌 
或 了 了 呆 法 儿 何 学 的 基础 。 

在 区 法 儿 何 学 中 ， 图 症 直 接 用 来 研究 物体 的 几何 形状 和 解决 空间 问题 的 工具 。 图 在 画 法 几 
何 党 让 的 这 种 置 大 意义 ,引起 了 一 系列 的 对 图 的 要 求 。 

1， 攻 应 当 是 直观 的 , 即 它 应 能 形成 所 商 物 体 的 空 癌 概念 。 

2。 图 应 当 龙 可 闭 的 , 即 根据 它 点 能 准确 地 人 恢 复 所 画 物 休 的 形状 和 大 小 。 

3， 从 诈 图 观战 来 看 ,图 永 站 是 能 简章。 

4 ， 图 上 每 个 作 图 步 晤 的 解答 应 当 总 够 准确 。 

现在 更 详细 地 来 分 析 图 的 “可 诞 性 ”这 个 监 求 。 对 各 种 下 程 图 来 培 , 这 个 要 求 是 特 则 重要 的 。 
立 是 揭 以 制造 各 种 产品 的 生产 祥 件 。 因 此 , 必须 做 到 根 所 图 就 能 准确 地 侯 定 未 求 产 晶 的 形状 .大 
小 以 及 有 关 它 的 某 些 其 它 资料 。 此 外 , 图 要 给 出 产品 的 立体 概念 ,而 使 产品 佛 于 制造 。 无 论 对 物 
体 作 怎 样 的 文字 揽 述 ,都 不 可 能 代 炎 图 。 加 法 儿 何 学 的 创始 人 之 一 ， 法 同学 者 和 工程 师 加 斯 巴 。 
繁 月 (1746 一 1818) 普 经 这 样 说 过: 图 是 * 趟 程 的 语 襄 *。 

不 准 理解 ,器 在 纸 上 的 物体 图 象 , 社 不 是 仿 部 能 准 诡 地 确定 物体 的 儿 休 形状 的 。 要 达到 这 要 
求 , 作物 体 的 图 人 象 { 图 ) 必须 根据 一 定 的 几何 规则 , 使 能 够 失 失 中 的 平面 图 形 ， 想 象 出 所 画 物 体 原 
来 的 空间 形状 。 

空间 物体 这 种 按照 几何 规律 两 在 下面 二 的 鲜 象 是 用 投射 法 了 作出 的 。 这 种 投 时 法 是 燥 法 几 
合掌 的 基本 方法 。 


宁 。 天 源 主 拉 上 宇 projeeete 一 一 向 章 投 挪 ， 


根据 投射 法 作出 的 网 称 为 投影 图 。 

应 该 注意 , 从 直观 的 空间 物体 过 渡 到 物体 在 平面 上 的 图 象 ( 投 影 图 ), 再 进一步 到 懂得 利用 这 
种 图 米 代 替 物 体 本 身 ， 开 始 时 常常 给 学 年 带 来 很 大 困难 。 这 些 出 难 是 由 于 有 些 学 生 的 空间 概念 
和 空间 想象 力 还 没有 充分 发 展 而 产生 的 。 

关 革 几何 学 是 一 门 帮 助 加 强 空间 概 伟 的 学 科 。 容 间 概 念 不 仅 为 工程 拷 术 所 必需 ， 市 且 在 人 
们 的 实践 生活 中 也 广泛 需要 。 

开始 学 习 画 法 几何 时 ， 最 好 从 几何 形体 的 造型 人 竹 。 但 在 以 后 的 教学 中 就 要 使 学 生 习 惯 于 
不 用 模型 也 能 在 空间 形体 的 投影 图 上 进行 作业 。 伍 这 不 是 说 ， 对 学 生 难 以 想象 的 个 别 复 杂 题 站 
也 示 能 采用 迁 型 。 


§1， 将 空间 形体 投射 到 平面 上 的 方法 

1 中 心 投影 (透视 1]@ 。 设 空间 有 一 平面 IF ， 称 它 为 投影 而 或 * 画 向 "(图 1)。 

取 不 属 十 投影 面 的 菜 一 点 号 。 这 个 点 称 为 投射 中 心 或 “视点 ”。 

为 了 将 空间 点 4 投射 到 平面 上 ， 过 已 知 
点 4 和 投射 中 心 8 引 一 直线 。 这 样 的 直线 称 为 
投射 线 ， 然 后 求 出 投射 线 84 与 投影 面 开 的 交 
点 。 所 得 交点 4 称 为 已 知 点 4 在 平面 Jr' 上 的 
忠心 投 影 。 

应 读 注 意 , 当 点 413 投 射 中 心 重合 时 , 用 上 述 
方法 不 能 作出 点 4 的 投影 。 事 实 上 ， 在 这 种 情况 
下 , 不 仅 投射 线 是 不 确定 的 ， 而 且 点 在 平面 I 上 
的 投影 也 是 不 确定 的 。 

因此 ,投射 中 心态 是 唯一 没有 投影 的 点 @。 

当空 间 点 到 投影 面 的 投射 过 程 规 定之 后 ， 就 可 以 定义 空间 形体 (空间 形体 也 款 为 < 原形 体 "、 
“ 康 形 " 或 物体”) 投影 的 概念 。 

i 空间 丧 体 上 所 有 各 点 的 投影 的 集合 称 为 该 


A rrvcararrma Te 


ne 直线 的 投影 就 是 直线 上 所 有 各 点 的 投影 的 轨迹 。 
现在 来 证 明 这 个 软 迹 是 位 在 投影 面 II 上 的 -条 直线 。 
假定 要 将 已 知 直线 4B 进行 中 心 投射 (参看 图 1)。 投 射线 S4 和 SB 在 平面 FF 上 分 别 确定 
点 入 和 吾 的 投影 二 和 吾 。 对 本 直线 .4B 上 葵 它 一 点 型 , 投射 线 SY 确定 一 个 投影 好 。 不 难看 
出 , 所 有 的 投射 线 位 在 同一 (投射 ) 平 面 84B 上 。 因 此 ， 已 知 直线 上 所 有 各 点 的 投影 位 在 投射 面 
348 与 投 影 面 11 的 交 线 上 。 由 此 得 出 绪论 : 在 二 般 情 况 下， 直线 的 投影 是 直线 。 
中 ”来源 于 拉丁 字 perspicere 一 一 透 过 夫 在 - 


国 ”关于 空间 点 的 投射 的 其 它 其 些 情 况 , 司 如 当 投射 乒 平行 于 投影 而 时， 可 参看 第 一 章 81。 
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在 特殊 情况 下 , 当 已 知 直线 通过 投射 中心 S 时 , 即 直线 本 身 就 是 投射 线 时 , 它 在 投影 面 了 ”上 
投射 为 一 点 。 事 实 上 , 直线 S84 上 所 有 的 点 在 平面 II 上 都 投射 为 同一 点 4' (图 D)。 例 如 ， 直 线 
S4 上 的 点 C 的 技 影 C' 与 4' 重合。 这 种 情况 我 们 等 成 下 面 的 形式 :0' 三 4' 。 

从 上 述 可 知 , 要 作 直 线 的 投影 , 只 费 作 出 直线 上 两 个 点 的 投影 就 够 了 。 这 说 明 ， 作 形体 的 投 
影 , 不 一 定 机 将 形体 上 所 有 的 点 都 投射 。 璧 如 , 要 确定 三 角 板 (三 角形 薄板 ) 的 投影 ， 只 莹 作出 它 
的 三 个 顶点 的 按 影 。 要 确定 任意 多 面体 的 投影 , 只 要 作出 它 所 有 顶点 的 投影 , 等 等 。 

用 中 心 投射 法 作出 的 物体 的 图 象 ， 其 特点 是 家 观 性 很 好 ， 这 可 以 用 人 的 视觉 器 官 的 构造 来 
解释 。 可 以 近似 地 斌 为 ， 人 的 视觉 噬 官 是 根据 中 
心 投射 的 原理 工作 的 。 苹 如， 眼睛 的 晶状体 的 光 
学 中 心 可 以 看 作 是 投射 中 心 (因此 投射 中 心 也 称 
为 “视点 "7， 有 眼睛 的 网 膜 部 分 (在 眼睛 后 壁 视神经 
附近 ) 看 作 是 投影 面 ， 这 部 分 网 膜 可 以 近似 地 当 
作 平 面 (图 2)。 被 观察 的 物体 位 在 眼睛 的 外 面 。 
因此 ， 从 物体 上 各 点 发 出 并 通过 眼睛 的 光学 中 心 
如 的 视线 (投射 线 )， 在 眼睛 的 网 膜 上 给 出 了 相应 
的 图 象 。 图 2 

其 上 述 可 见 , 视觉 过 程 与 中 心 投射 过 程 在 几何 上 是 一 致 的 。 由 于 这 个 缘故 ,用 出 心 投射 法 给 
制 的 投影 图 是 很 直观 的 。 因 此 , 对 十 一些 直观 性 不 强 的 图 ， 还 常常 附 有 物体 的 中 心 投影 图 (透视 
图 ) 。 

根据 同样 理由 , 照片 的 显 落 特点 是 丰 观 性 很 强 。 此 时 , 底片 起 着 投影 面 的 作用 ， 而 物镜 的 光 
学 中 心 起 着 投射 中 心 的 作用 。 

因此 , 直观 性 是 中 心 投影 图 或 透视 图 的 重要 性 质 。 

但 是 , 前 面 已 经 提 到 , 投影 图 的 其 它 性 质 ， 特 别 足 作 图 简单 以 及 能 够 恢复 所 画 物 体 的 形状 和 
大 小 ( 即 图 的 可逆 性 ), 在 实用 上 具有 重大 的 意义 。 在 这 方面 透视 图 不 是 最 方便 的 。 因 此 , 作 空间 
形体 的 图 象 时 , 除了 用 中 心 投射 法 之 外 ,同时 广泛 应 用 了 上 行 投射 法 。 

2， 平 行 投影 ” 赂 上 述 情况 尼 样 , 给 定 一 个 平面 TT' 作为 投影 面 或 “ 曾 面 >。 此 外 , 还 给 出 不 平 
行 于 投影 面世 ' 的 投射 方向 s (图 3)。 投 射 过 程 总 用 下 述 方法 完成 的 。 为 了 投射 空间 某 -- 点 4， 
过 该 点 引 投 射线 44 与 投射 方向 s 叶 行 。 投 射线 与 平面 II' 的 交点 4' 就 是 点 4 在 平面 世上 的 
平行 投影 。 


丰 绪 了 。 痪 如 ， 图 3 表示 出 线段 48 的 平行 投射 过 程 。 这 线段 上 所 有 的 点 的 投射 线 位 在 同一 ( 投 
射 ) 平 面 上 。 所 以 线段 45 的 投影 是 线段 4 如。 
现在 讲述 平行 投影 的 蘑 些 性 质 。 


名” 寺 热 , 也 象 中 心 插 影 时 -…- 样 , 拉 射 钱 是 例外 的 。 接 射线 的 投影 缩 为 一 点。 
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正如 我 们 已 经 见 到 的 , 直线 的 平行 投影 是 青 线 。 因 此 , 中 心 投 影 的 这 个 性 质 在 平行 投射 时 也 
保持 不 变 。 

河 财 , 平行 投影 还 具有 一 些 中 心 投影 所 没有 的 其 它 性 质 , 列举 如 下 : 

1) 空间 互相 于 行 的 直线 (在 一 般 傅 况 上 ) 在 的 影 呵 贡 上 投射 为 平行 的 直线 。 

实际 上 , 设 在 空间 有 妃 和 平行 的 宣 线 48 和 和 CD( 图 4。 和 作出 它们 的 投射 面 44'B'B 和 COCO'D 
D, 可 以 看 用, 这 两 个 平面 是 平行 的 , 因为 它们 上 |: 面 各 有 一 个 角 的 对 应 边 互 相 平 行 (4B 0D, BB 
几 DD')》。 所 以 这 些 投 射 面 与 投影 面 II 交 于 两 条 五 相 半 行 的 二 线 。 

2) 位 在 平行 直线 (或 位 在 同一 直线 ) 上 的 两 线段 的 比例 诅 共 平行 投影 中 保持 不 灾 。 

设 4 五 和 CD 是 位 在 平行 直线 上 的 两 线段 。 依 投 射 方向 s 作出 它们 在 平面 开 上 的 投影 ( 参 
看 图 4) 。 人 在 投射 面 上 引线 段 4 六 和 CDi 分别 平行 且 等 于 线段 48 和 CD， 则 三 角形 4'8'B, 与 
0'D'D, 蝇 然 是 相似 的 , 因为 它们 的 对 应 边 是 平行 的 。 由 此 得 出 结论 : 


v AB_AB, A'B’ 
CD 0D. OD’ 


在 特 处 情况 下 ,已 知 线段 4B 和 CD 可 以 位 在 同一 直线 上 ,但 这 并 涉 改变 卫 得 的 结论 。 
如 打 这 时 两 线段 的 端点 恒 合 , 即 我 们 有 线段 48 和 BC( 图 引 , 则 上 述 比 移 关系 民 为 了 面 的 形式 : 
AB_A'B'. 
Bi Boe™ 
因此 ,点 吾 分 线段 4C 所 成 的 比例 等 干 在 投影 中 点 8' 分 线段 40' 所 成 的 比例 。 特别 是 ， 原 
线 跨 的 中 点 技 般 为 投影 线段 的 中 点 。 
三 角 堪 的 重心 (如 中 线 的 交点 ) 投射 为 投影 一 角形 的 重心 
作为 中 心 对 称 渔 线 的 四 周 ( 它 所 有 的 直 略 斌 圆心 竺 分) 投射 为 中 心 对 称 曲线 (椭圆 )， 这 曲线 
的 所 在 直径 也 被 中 心 等 分 二 。 
3) 企 所 用 相 水 行 的 线 刁 中 , 线 澡 的 抽 影 了 5" 对 愿 线段 的 比值 基 一 个 茹 数 。 实 际 上 ,前 面 


人 富 闪 第 一 之 54。 
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独到 的 比例 式 : 


AB, A 
op Op 
经 槐 项 后 可 写成 : 
AB OD 


Ey 二 4 常数 )。 
定 比 鼠 称 为 已 知 方 的 的 线段 的 变形 系数 。 


3。 正 投影 “如果 投射 方向 s 妹 直 投影 而 IT (s ! TT'), 则 这 种 平行 投影 称 为 正 投影 (直角 
投影 )。 

在 正 投影 中 建立 原 线 慨 长 度 与 共 投 影 长 度 之 加 的 关系 是 很 容易 的 。 

假 商 线段 48 与 投影 而 IT 的 类 外 足 9( 图 6)，。 引 4A'B, 平行 于 4B。 这 上 时 就 有 : 

A'B' AB.ros p= AB: cosd, 

在 所 得 的 式 闻 中 ,线段 正 投影 的 长 庶 用 原 线 段 的 长 庶 来 表达 。 

其 次 可 以 证 明 , 平 面 图 形 中 ' {平面 图 形 中 的 已 知 投影 ) 的 面积 可 用 平面 图 形 中 的 面积 表达 
如 下 : 

中 二 中 cos 中 ， 

式 中 表示 诛 图 形 外 所 在 的 平面 与 投影 面 I 的 类 角 。 

该 公式 的 证 明 见 立体 几何 学 教科 :上 Ti。 

从 上 述 芍 中 心 投影 ,平行 投影 和 正 投影 的 性 质 可 以 看 出 : 中 心 投影 具有 很 好 的 直观 性 ， 但 在 
相当 怀 的 程度 上 使 形体 原 米 的 形状 和 大 小 失真 。 笠 行 接 影 保 持 语 形体 的 菜 些 特性 《直线 的 平行 
性 .线段 的 比 ), 但 没有 中 心 投影 野 样 直观 ， 这 种 情 帝 站 副 很 长 的 物体 如 建筑 物 , 桥 梁 等 时 更 为 切 
显 。 

但 是 当 所 商 的 物体 站 很 大 (例如 礼 器 制造 中 的 部 件 和 等 件 )， 平 行 投影 是 很 方便 的 。 特 别 呈 
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工程 图 中 正 投影 的 应 月 非常 广 泛 , 因为 它 可 以 非常 容 私 地 看 洛 所 商 物 体 的 大小。 
译 于 中 心 投影 或 透 完 , 央 主 要 应 用 于 建筑 图 。 


8$ 2， 逆 问题 和 投影 较 的 补充 方法 

]， 投 射 法 可 以 使 我 们 祖 押 给 出 的 物体 作 员 共 寻 人 象 或 投影, 也 就 是 解 岂 了 而 法 几何 中 的 正 问 
是 。 但 与 紫 闻 时 又 发 生 了 一 个 北周 是， i : 

前 面 己 经 措 洛 ,这 个 问题 世 工 程 溉 厂 中 共有 重大 的 意义。 过 实 上 ,在 生产 中 是 神 扩 产 记 的 投 
影 图 米 猎 迹 产 品 的 。 这 种 图 应 当 完 全 请 中 讯 产品 的 形 | 济 些 很 明 然 ， 万 论 站 型 论 .或 
实 让 上 , 道 问 题 郑 有 着 下 天 的 意 闵 。 

如 时 有 隐 作 多 中 心 投影 轿 感 于 行 投影 图 ,很 明显, 只 科 凑 这 样 的 一 个 图 是 不 能 澳 定 生物 体 
的 。 例 如 只 根据 六 6 .上 线段 48 ; 的 接 由 了 如 不 es 投 丑 发 民 的 必定。 这 线 及 的 长 度 可 
ee 和 下 才 在 投射 线 上 的 不 同 而 改变 。 由 此 .我 们 所 研究 的 那个 投影 图 不 扩 能 形 定 原 移 体 、 尼 

没有 “可 送 性 ”，。 

内 北 就 产生 一 个 问题 : 人 区 才能 使 : 它 成 为" “本道 多 ”四 完全 可 以 网 定 钾 投射 
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在 加 法 几 bu 所 究 订 送 从 的 作法 对 我 们 鲜 闫 重要 。 

我 们 炉 钱 究 共 中 的 一 种 * 标 茵 ( 标 数 ) 投 影 " 法 。 

这 个 方法 的 原理 是 : 如 果 除 了 点 的 投影 外 还 给 出 点 的 高 庶 , 即 潜 点 公投 时 8 而 的 上 距离 ， 则 空间 
点 对 江 吕 而 的 位 时 完 余 确定 。 

议 二 ;给 典 了 原形 点 并 的 下 投影 4， 并 且 知 道 变 点 的 遍 府 如一 4 和 ( 寥 看 图 昌 。 那 么 ， 如 时 
夺 蕊 出 站 作 首 线 -44 恒 直 于 六 耐 JI， 优 其 长 虚 等 十 点 4 的 高 度 如 ， 就 找到 原形 点 4 的 空间 位 


Es 


为 江 , 在 正 投 彤 疼 上 ,将 每 个 点 都 补 上 流标 , 以 表示 对 应 的 碌 形 点 的 高 度 , 这 个 高 诬 是 内 图 上 
甸 东 的 帮 例 凡 来 度 基 的 , 这 种 图 称 为 标 离 技 影 诡 成 坏 数 投影 图 (图 7 和 6)。 
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由 图?7 ,6 可 见 ,标高 投影 图 没有 直 疯 性 ， 因 为 这 种 图 内忧 示 了 点 的 投影 而 没有 夹 示 帅 它 的 
空间 位 置 。 得 该 种 赂 的 可 族 性 是 很 清楚 的 ， 因 为 有 了 带 数 标的 图 就 可 以 依 复 所 有 波 曾 的 点 在 窜 
阿 的 准确 位 年 , 因而 就 可 以 确定 厌 物 体 移 形状 条 1 天 小 。. 

2 BG. 费 多 罗 上 院士 (1853- 41919) 提 归 秩 用 投影 负 上 的 平行 线段 点 表 东 点 的 席 谋 。 迹 些 
下 行 线段 的 始点 让 在 各 对 应 点 的 机 影 上 DD。 . : 

所 有 这 些 线段 的 方向 下 以 和 任意 选择 ， 但 线 牙 应 互 互 其 平行。 

应 该 指出 , 高 于 水 平 投影 醒 的 点 ,此 高 度 线 民 及 狼 蒜 当 作 是 正 的 ; 低 王 冰 下 投影 响 的 点 ,其 窟 

诺 线 向 及 数 标 当 作 总 负 移 。 
在 * 绵 凶 宪 大 投影 "里 ,下 的 利 人 负 的 念 度 政 段 以 相反 的 方向 米 区 别 。 叙 如 图 ?了 ,656 上 高 度 线 殿 ， 
A* 和 B'B* 是 正 的 ,| 碳 高 度 识 段 CO'C* 是 代 的 。 
直 分 明显 , “党 多 办 夹 投影 图 是 可 记 的 ,并 且 可 以 利用 它 来 解决 有 关 所 曾 形 体 的 空间 问题 。 
费 多 罗 夫 法 的 畦 点 是 及 用 必须 的 条 件 各 区 捞 由 和 癌 座 ) 在 图 上 前 以 图 解 方 式 给 定 。 


例 试 根 刀 线段 的 " 费 多 字 夫 投影 "图 确定 原 线 成 的 共度 。 


图 9 给 出 永 线 有 段 48 的 " 沾 多 罗 交 没 影 ”此 时 可 健 我 们 画 出 位 在 投射 而 上 的 直角 梯形 4'4BB' 的 实 形 ( 图 
8) 。 为 此 ， 人 在 陶 9 上 只 灾 作 出 筑 直 于 技 汪 44B' 的 高 度 线 段 44 和 BB'i44"=4d'44,B'B"=B'Bt)， 图 丧 
和 有 BB 一 不 4BB' 就 是 上 述 梯 形 的 灾 形 , 头 而 线段 4 了 结 出 线段 4B 的 类 长 。 


立 4 一 10 
竹 空 问 点 瑟 成 强 周 、 这 种 傅 刀 是 党 将 点 所 正 投 射 到 投影 面 贡 上。 然后 在 半 上 向 生 下 作 一 个 赔 ， 心 
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在 版 4 的 投 节 ) 半径 等于 是 4 的 高 度 入 4 的 轿 慎 ( 窒 看 略 7,9)。 为 了 在 图 土 议 分 已 知 点 的 高 应 方向 
防 还 是 负 的 . 应 当 把 所 画 的 站 局 看 作 是 "有 应 的 "， 司 在 贺 周 毅 上 到 时 针 方 商 ( 当 高 度 为 正 冉 ; 种 鹏 时 对方 向 ( 当 高 
度 为 负 时 )。 佑 如 ,在 图 10 三 两 寺 了 室 意 为 (到 的 点 友和 和 商 诡 为 (一 2) 的 点 C。 空 问 点 在 茸 面 上 的 这 种 表示 法 


人 站 放 线段 的 长 度 等 于 对 应 点 的 而 间 , 每 一 条 高 放 线 展 的 玉山 训 以 看 作 当 投射 方向 与 投影 上 应 48” 人 时 对 上 二 有 点 


夭 为 周期 遇 维 图。 

作 基 有 吕 刘 性 投影 图 的 上 述 各 种 方 疲 ( 标 帘 投影 法 “ 典 多 罗 夫 投影 "法 ， 周 期 直线 图 ) 主 要 用 于 地 形 测 基 和 
一 般 土方 工程 、 道 路 工程 及 共 它 工程 。 近 年 来 在 应 用 " 费 多 罗 类 投影 "方面 取得 了 很 大 成 果 ， 称 别 是 在 矿 工 
业 里 、 

在 本 一 法 几 们 教程 中 , 宝 要 是 是 究 另外 两 种 本 这 投影 图 的 作法 , 即 复 含 投影 站 和 抽 测 投影 法， 这 两 种 方法 ， 
在 其 是 复合 投影 法 ,广泛 应 用 于 工程 技术 图 上 ， 旦 别 是 机 器 制造 方面 。 在 本 书后 而 各 章 中 , 将 给 它们 以 应 有 的 
地 位 。 


第 一 章 几何 变换 


81， 软 几 里 得 空间 及 以 “ 非 轩 有 ”无穷 远 ) 元 素 对 它 的 补充 
1， 组 成 初等 几何 学 内 容 的 空间 基本 规律 和 性 质 , 远 在 纪元 前 策 翌 几何 学 家 的 著作 中 就 叙述 
过 了 。 殉 儿 里 得 的 著作 ( 欧 几 里 得 :< 几何 说 本 3, 纪元 前 一 亿 纪 ) 具有 特别 重大 的 意义 。 在 初等 
儿 何 学 中 所 研究 的 几何 空间 就 以 这 位 伟大 的 希腊 几何 学 家 的 名 字 命名 为 欧 儿 里 得 空间 。 
几何 科学 进步 的 发 展 ， 必 然 给 反映 现实 的 几何 空 间 的 各 种 性 质 带 来 了 新 的 概括 。 
2， 我 们 来 研究 ， 要 在 欧 几 里 得 的 儿 何 空间 中 进行 投射 , 应 该 在 这 个 几何 空间 的 概念 中 补充 


些 什么 。 

在 本 教程 的 “绪论 "里 ， 已 经 皂 要 地 分 述 过 投 
射 方法 的 实质 。 假 定 在 平面 上 上 进行 投射 ， 而 且 点 
8 是 投射 中 心 (图 11)。 我 们 将 已 知 和 直线 上 所 
有 的 不 从 中 心态 投射 到 直线 7” 上。 全 如， 直线 了 
上 上 的 点 本 投射 到 直线 2 上 为 点 水。 这 样 ， 与 直 
线 了 的 每 一 个 点 对 应 的 将 是 直线 ”上 的 个 投 
影 点 。 反 之 , 每 一 个 投影 点 B' 将 对 应 十 直线 上 
的 一 个 虚 吾 。 这 样 ， 存 直线 了 和 直线 汗 的 点 
情况 会 破坏 这 种 对 应 。 先 来 研究 直线 p 上 的 点 
各 。 这 个 点 位 在 旦 行 于 直线 ?的 射线 SC 上 。 这 
条 射线 平 征 二 直线 了 ， 它 与 ? 没有 交点 。 因 此 ， 
对 直线 PDP 上 的 点 C 米 说 ， 华 直线 ?” 上 没有 投影 
点 。 如 果 过 投射 中 心 总 引 平行 于 直线 2 的 直线 ， 
则 同样 可 以 发 现 , 对 直线 9 ”上 的 点 D' 来 说 , 在 直 
线 了 十 没有 对 应 的 原形 点 。 
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这 样 看 来 , 用 中 心 投射 法 在 训 线 了 和 ?之 站 建 立 起 来 的 点 的 对 应 是 有 重大 决 隐 的 ， 不 消除 


这 种 缺陷 , 中 心 投 射 就 不 可 能 全 部 实现 。 


3， 上 述 的 缺陷 是 由 欧 风 里 得 空间 的 基本 性 质 所 产生 前 , 但 可 以 用 * 非 国有 ?元 素 或 “无 穷 远 ， 


元 类 补充 这 个 空间 来 把 它 消除 。 


从 F 面 三 究 过 的 将 一 直线 上 的 点 投射 到 另 一 直线 上 的 情况 可 以 知道 应 当 和 如 何 用 非 国 有 元 
素 求 补充 欧 儿 里 得 空间 。 在 投射 过 程 完 毕 但 不 出 现 对 应 元 素 的 情况 下 , 想 获 得 对 应 的 元 素 , 只 上 


。  。 


把 查 条 平行 坦 线 故 作 是 根 灾 的 , 至 把 ' 介 们 的 交点 称 为 非 国有 点 (以 区 别 手 欧 几 于 得 空 抽 中 的 国有 
点 ?就 可 以 了 。 这 样 , 对 于 直线 上 的 算 … 个 原形 点 , 在 直线 ?上 必 有 一 个 斗 庶 的 投影 点 ， 只 是 
这 个 投影 点 可 能 旦 任 固 有 有 的 而 马 。 对 直线 六 上 的 点 也 可 以 用 同样 的 讲法 , 即 二 线 8" 上 的 点 是 通 
过 按 射 而 与 直线 局 上 的 瞩 形 点 相 联 系 , 而 在 一 种 情况 下 ( 即 投射 线 平行 了 直线 名 时 )， 该 原形 点 
是 非 四 有 点 。 

两 条 平行 直线 有 一 个 交点 的 这 种 讲法 , 应 当 推 广 到 空间 任意 关系 平行 的 直线 。 因 此 , 空间 的 
每 一 条 直线 才 有 ~- 个 叭 一 的 、 局 于 这 条 吉 线 的 非 固有 点 。 这 样 的 点 也 称 为 “ 抱 穷 远 点 ?。 这 个 名 
称 的 起 轩 , 研究 一 下 图 11 就 可 似 入 六。 在 这 个 图 中 我 们 看 到 , 当 投 影 点 WW' 越 离 臣 远 的 了 时 候 ， 鬼 
射线 与 直线 ?所 成 的 角 就 越 洲 越 小 。 当 原 众 点 下越 趋 近 于 点 C， 投 影 对 ' 离开 报时 中 心 就 越 远 、 
因此 , 当 点 本 与 点 C 重合 时 、 也 就 是 当 我 们 在 直线 上 得 到 非 网 有 点 0' 作 为 点 C 的 投影 时 ， 这 
个 非 轩 有 点 当然 可 称 为 “无 淄 远 羽 ?。 ” 

-应 该 注意 , 空间 相 开 平行 的 所 有 直线 , 痢 通 过 同一 个 非 国有 点 或 正 穷 过 点 。 

4， 在 儿 何 党 中, 通常 把 通过 -已 知 点 的 空间 直线 的 总 和 称 为 线 把 ， 沪 已 知 点 则 称 为 把 的 中 
心 。 在 欧 几 里 得 空间 中 只 存在 带 囊 有 中 心 的 线 把 。 用 非 国 有 点 补充 欧 几 里 得 空间 之 后 ， 我 们 还 
会 有 带 非 固有 中 心 的 级 把 。 这 样 的 线 把 由 平行 于 空间 任意 一 直 厂 多 所 有 直线 构成 。 

5， 况 在 我 们 素 关 明 在 任 誉 平面 上 的 止 图 有 点 的 敏 迹 是 什么 。 这 个 平面 上 的 过 ,一 杀 直 线 都 有 
一 个 稚 一 的 非 因 上 有 点 , 因此 , 您 条 直线 都 应 与 上 述 轨 迹 交 丁 一 个 点 。 由 此 可 知 ， 把 平面 二 非 央 有 
点 的 扫 迹 看 作 是 一 条 直线 是 很 合理 的 。 这 样 , 在 每 一 个 平面 上 将 有 .条 认同 有 直线 或 无 穷 远 
直线 。 

其 次 , 滥 们 发 研究 两 个 平行 的 平面 (8 ) 
(图 12)。 如 果 存 这 两 个 平面 .上 任意 引 两 此 万 相 - 
平行 的 直线 .+ 风 它 们 相交 于 一 个 非 闻 有 点 。 这 个 
点 辕 肝 局 于 这 过 个 平行 的 平 而 。 所 以 ， 我 们 可 以 
说 ， 在 两 半 行 平面 中 任 - -平面 上 的 每 一 个 非 图 有 
点 ， 必 然 也 属于 另 一 个 平行 平面 。 换 多 话说， 已 3 
知 的 尝 行 半 而 具有 公共 的 非 固有 直线 。 因 此 , 在 以 非 固 有 点 补充 过 的 欧 几 里 得 空间 由, 每 两 个 半 
行 的 平面 部 相交 子 一 条 非 轩 有 直线 或 无 穷 远 直线 。 平 行 于 任 一 -六 曾 的 所 有 平面 的 总 和 总 有 一 条 
公 直 的 任国 廊下 线 。 这 样 , 除了 带 “ 风 有 辅 ?的 胺 而 束 ( 通 过 一 条 四 有 直线 的 半 而 的 名 和) 之 从, 在 
我 们 的 空间 中 还 有 带 “ 非 周 有 轴 ?的 平面 束 ( 即 平行 子 任 -平面 的 下 面 揭 必 和 ) 。 

6， 剩 下 的 是 研究 空间 非 加 有 点 的 执 迹 是 御 么 。 

如 果 照 主 而 所 的 定 的 那样 , 用 非 国有 点 束 补 宠 每 一 条 直线 , 而 用 非 国有 次 线 米 补充 每 一 个 平 
机 ,我 们 就 得 到 空间 非 国 帮 元 索 的 整个 集合 。 如 果 把 这 处 集合 看 作 是 点 的 轨迹 , 我 们 就 如 到 ， 这 
个 设 迹 与 丝 一 条 主线 痢 有 一 个 公 虚 点 , 面 与 每 :个 平面 部 有 一 条 公共 直线 。 因 此 , 自然 可 以 把 空 
闻 非 辐 有 点 的 轨迹 故 作 是 一 个 : 非 因 有 平面 或 无 穷 滥 平 而 。 

这 样 就 先 成 了 用 滥 固 存 元素 或 无 穷 远 元 素来 补 完 欧 几 里 得 空间 。 现 在 ， 我 们 已 建立 了 一 个 
Re 


ep 


可 以 豪 无 例外 地 进行 投射 的 几何 空间 。 

7 应 该 指出、: 扳 们 所 引入 的 空间 非 团 有 元 素 是 通过 - -的 内 局 关系 与 有 元 结 人 起 
的 , 只 是 这 个 基 世 型 在 胡 达 得 更 和 完整 加 了 。 

例如 , 在 补 充 了 非 夯 有 元 类 的 空间 中 ， 下 列 命 是 是 正确 的 。 

1) 位 在 周一 平面 上 的 全 两 条 直线 心 , 根 灾 《 交 十 加 有 点 职 非 园 有 点 )。 

2) 空间 两 个 任意 平面 总 相交 ( 交 线 是 固有 直线 或 六 固有 直线 ) 。 
3) 直线 与 平面 总 相交 〈 交 于 国有 点 或 非 园 有 点 )@， | = 

应 该 注意 , 度量 的 艇 念 , 即 与 量度 线段 , 角度 、 面积 有 关 的 撤 念 不 能 拱 广 到 非 图 有 元 素 。 

由 上 述 可 见 ,看 以 非 疼 有 元 素 补充 过 的 空间 里 , 平行 投射 法 只 是 中 心 抽 : 射 法 的 涉 珠 情况 ， 这 
时 惧 对 中 心 是 非 半 有 点 。 | 

个 宙 休 各 科 共 夺 在 入 几 们 首 中 有 详细 风 信守 


< 


$ 2， 笛 沙 格 定理 -透视 同 泰 .透射 


I， 小 让 把 空间 任 -平面 代 从 中 心 号 投射 到 投 絮 而 I 于 ( 图 13;。 椒 难 看 村 ,平面 芽 移 仁 一 个 点 4 对 赂 邓 
投影 啤 TI 上 的 一 点 4。 上 反之, 素面 开 上 的 每 一 个 投影 8” 对 应 于 平面 直上 的 原形 点 B. 这样 的 投射 化 平 阐 全 
的 点 和 平面 开 的 点 之 间 重 建立 起 一 一 对 应 :我 们 把 任 … 平 面世 的 点 的 集合 称 为 恋 平 面 的 点 蔚 。 因此 ， 中 心 投 壬 
站 在 原平 页 瓦 和 投影 面 开 的 两 个 场 之 问 急 立 起 对应。 … 

作为 点 的 总 和 的 妊 意 一 个 场 ， 它 的 每 一 个 图 形 都 对 应 于 另 ~ 个 场 的 其 一 个 图 形 。 正如 在 < 论 ” "th 所 指出 
的 , 直 挨 在 平生 了 I 上 的 中 心 投影 仍 为 直线 。 黎 杀 医 说, 在 上 画 所 建立 的 两 平面 场 的 一 一 对 应 中 ， 一 个 场 移 直 线 


如。 和 如果 过 知 直线 平行 十 平 而 , 就 天 后 一 种 情形 ; 
久 1[.A- 粘 拉 研 列 尖 < 射影 也 何 举 >», 莫斯科 , 图 家 技术 理论 书简 出 版 社 , 1936 年 版 。 理 ,中 . 切 弥 纹 兰 新 5 封 影 几何 学 > 莫 
斯 科 , 国家 妆 育 册 版 社 , 1353 年 版 。 
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对 应 于 另 一 个 场 的 直线 ; 位 在 第 一 个 场 的 网 - -直线 上 的 点 , 对 应 于 位 在 第 一 个 场 的 对 应 直线 上 的 点 ， 这 样 . 我 们 
利用 投射 法 建立 了 两 个 平面 场 之 间 的 一 一 对 应 , 在 这 个 对 应 中 . 位 在 场 工 上 洛 让 线 排列 的 点 变换 为 位 在 场 让 上 
消 坦 线 排列 的 点 。 两 个 平面 场 的 这 种 -一 对 应 称 为 周 素 对 应 或 同 素 。 
2， 如 果 同 素 对 应 是 用 中 心 投射 法 得 到 的 , 则 称 为 透视 同 素 对 应 (参看 图 13)， 这 凑 个 场 就 你 为 透 入 位置 场 ， 
在 透 视 同 素 对 频 中 , 平面 工 和 工 的 交 线 so 是 透视 同 素 对 应 的 一 条 转 浆 直线 。 在 直线 s; 上 的 级 个 点 册 
者 是 一 重点 。 实 际 上 ,将 点 如 看 作 是 志 呈 上 的 点 时 ,我 们 就 发 现 , 它 的 投影 和 它 本 身 重合 。 国 此 志 线 5 是 适 视 
限定 三 角 斤 4BC 和 4'B'C" 是 肖 视 问 素 对 应 的 对 应 图 懂 。 如 果 我 们 用 久 示 投身 中心, 各 对 对 点 的 人 点 4 
和 4 下 和 了 .CO 和 C' 恒 沙 在 通过 妨 的 -此 投射 线 上。 同时 , 这 两 个 三 角形 的 对 应 边 沙 丰 一 些 役 射 而 .|:、 因 此 它 
们 彼此 相交 。 例 如 , 边 AB 和 4"8' 洲 存 投射 面 54B |:, 而 这 个 求 面 与 同 素 钠 s。 相交 于 点 Cn 由 此 可 知 , 直线 AB 
和 4'B' 也 通过 点 Cs。 对 于 两 个 二 角形 的 其 舍 丙 对 对 应 边 也 可 以 作出 辑 样 的 结论 。 央 此 , 我 们 可 以 2 
ABX A'B’— 0 BOXBC' -A 04 一 下 
这 样 , 我 们 便 得 到 在 射 果 几 何 中 一 个 十 分 在 要 的 、 世 称 为 筑 沙 稳 ” 定 再 的 表 迷 方式 。 
3， 空间 简 沙 格 定 理 如果 机 个 : 角 肛 48C 和 入 0 你 实 交 处 二 这样 折 位 时 ,使 渗 捷 这 两 个 过 角形 的 村 
,BoC0;2) 这 三 个 点 位 在 点 


和 简 沙 抬 逆 定 理 也 是 丰 确 的 ， 

在 特殊 情况 下, 当 两 个 三 角形 4BC 和 4 BC' 华 辣 一 平面 上 时 , 平面 第 沙 后 定理 足 正确 鸭 , 这 全 定居 与 上 述 
定 矶 不 同 之 处 只 足 视 有 条 才 1, 因为 位 在 闻 -- 平 疝 上 的 两 个 三 角形 的 这 总 是 相交 的 。 

平面 苗 沙 格 定理 ”如 果 两 个 二 角形 4BC 和 4"8'0' 在 同一 拉面 上 处 于 这 毕 的 位 置 , 掩 连续 这 两 全 二 角形 的 


对 应 项 点 的 直线 相交 于 一 点 全 、 则 这 贿 个 三 角形 的 汪 对 对 应 边 的 三 个 交点 (41=BCXB'C', B= -04XC 4 
人 二 4BX4B) 位 在 -条 点 绪 上 (图 14)。 
远 明 平面 管 沙 格 定 理 要 应 用 空间 作 图 特别 是 要 用 到 中 心 投身 法 *。 


CD 式 中 符号 X 表 示 相 突 。 

区 向 沙 格 是 法 国 移 几 何 学 家 和 工程 师 。 

图 HH. 丰 . 精 搞 格 列 夫 4 射 影 几 他 学 ,第 50 页 , 莫斯科, 国家 技术 理论 书 蒜 出 极 社 。 或 日 . 趾 . 切 竺 维和 角 新 t 射 影 几 何 学 7. 第 
43 页 , 莫斯科 . 国家 教育 出 版 社 。 s 


12 。 
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平 商 的 稍 阔 格 道 定理 也 是 正确 的 。 利 肝 备 沙 略 定 理 { 正 的 和 逆 的 ?可 以 更 深刻 地 研究 乏 癌 同 素 对 应 的 许 岳 - 
4 扫 定 平面 再 (图 13) 绕 轴 so 转动 一 个 角度 (图.15)。 丙 个 场 的 位 置办 而 改变 ， 但 两 个 场 的 点 之 同 的 对 实 
保持 不 变 、 即 点 4、B'、C" 仍然 对 疗 于 点 和 4、.B.C。 同 时 我 们 指出 , 平面 I 转动 后 , 两 个 三 角形 的 角 对 对 应 边 仿 
然 腿 转动 脏 一 样 相交 于 同 素 畏 上 的 点 4。. BCs。 如 果 我 们 把 管 沙 棋 逆 定理 应 用 于 平面 了 转动 以 后 的 两 个 三 锡 
形 4BC 和 8'C" 上 . 就 可 以 断定 , 连 技 两 个 三 角形 对 应 顶点 的 直线 44、88'、CC" 应 当 相交 于 一 点 , 这 个 点 我 位 
舞 字 峡 8* 表示 。 这 就 证 明了 当 平面 了 U' 转 动 某 一 个 角度 后 , 同 肃 对 应 场 了 和 开 仍 处 于 选 视 位 置 。 这 时 ， 透视 语 
素 轴 (直线 so) 不 变 ， 但 同 素 中 心 现 在 则 占有 一 个 新 的 位 置 (点 8“)。 还 用， 当 我 们 使 平 面 I 或 天 绕 它 人 的 交 线 
转动 时 , 叮 以 使 这 两 个 平 困 重 引 在 一 起 。 这 栏 ， 三 角形 4BC 和 4'B'C" 便 荡 在 同一 平面 上 。 它 们 的 对 应 边 仍 歼 
相交 于 直线 s。 上 的 点 do, Bo. Co。 我 们 应 用 对 平面 的 第 阔 格 逆 定理 , 就 可 以 斯 定 , 连接 这 两 个 三 角形 对 应 项 点 的 
直线 44 B88'.CC" 应 当道 过 同 -个 点 ， 这 个 点 我 们 用 字母 S* 表示 (图 15)。 这 样 ， 当 平 醒 本 和 IT' 重 要 时 , 在 这 
两 个 平面 上 的 点 场 的 透视 同 索 对 应 没有 受到 破坏 。 i 


”图 15 


在 射影 开 何 学 中 , 这 种 在 同一 平面 上 的 两 个 点 场 的 同 素 对 应 称 为 透射 对 应 。 

两 个 场 各 对 对 应 直线 的 交点 所 在 的 二 蛋 直线 称 为 透射 轴 。 两 个 场 各 对 对 应 点 连 线 的 交点 称 为 透射 中 心 。 

两 个 点 场 的 透射 对 应 可 以 用 一 个 中 心 , 一 条 轴 和 一 对 对 应 点 缠 电 。 贫 如 , 设 在 图 14 上 给 出 透射 对 应 前 中 心 
沪 , 灿 so 和 一 对 对 应 点 考生。 在 这 种 情 帝 下 ,对 寺 场 本 的 任 僚 … 点 B, 都 可 以 作出 它 在 场 人 上 的 对 应 点 太 , 为 
此 , 我 们 引 直 线 48 直到 与 轴 se 交 王 点 0 ,那么 ,对 应 的 直接 4B' 也 应 当 通 过 点 Cu, 因为 点 Cu 是 二 重点 。 所 肯 
的 点 吕 应 当 位 在 直线 4Ce 上。 点 B' 是 投射 线 38 与 在 线 40e 的 交点 ， 如 人 业 给 四 场 代 的 点 C0, 同样 也 可 以 作 
出 场 贡 的 对 应 点 C。 

值得 注 训 的 基 : 透射 中 心 8 是 特殊 的 二 重点 , 也 就 是 说 , 它 不 仅 让 身 对 应 , 耐 且 具 有 如 下 性 岳 , 即 所 有 通过 它 
的 走 线 都 是 二 重 直线 。 

间 样 , 透射 轴 so 是 特殊 的 二 重 直 线 , 并 且 它 的 所 有 的 点 都 是 二 重点 。 应 该 注意 ， 投 射线 时 然 也 罗 二 乔 直 线 ， 
但 它 只 有 了 两 个 二 重点 (与 透射 畏 的 交点 和 各 射 中 心 )。 


- ¥$ = 


$3 平行 投射 两 平面 场 的 透视 仿 射 ( 亲 似 ) 对 应 及 其 特性 
1. 同形 人 给 定 方 其 进 从 的 平行 数 射 ， 特别 是正 鬼 英 ， 今后 对 我 们 将 有 重 火 的 意义 。 Te 
ee 投射 中 心 为 无 穷 远 ( 非 固有 ) 点 时 的 特殊 情况 。 
宅 将 平 商 TI 上 的 吉平 行 投射 到 平面 工 -E (图 16)。 投 射 方向 用 字母 。 表 未。 我 们 来 研究 在 平 而 JI 上 的 点 
中 全 定 的 方向 = 将 这 个 场 的 竹 一 个 点 进行 于 行 投射 。 耸 声 了 (类 场 ) 和 场 TI {投影 成 ) 之 间 建 立 起 点 移 对 
站。 理 -个 场 的 每 一 个 点 过 唱 应 于 第 二 个 场 的 一 个 点 A 全 .反之 亦 然 ， 这 种 对 应 丈 为 透视 访 身 对 应 台灯 似 对 
茧 8、 和 忆 级 ， 亲 和 似 对 应 是 透视 届 素 对 应 的 一 种 特殊 情况 。 因 此 它 共 有 每 一 一 个 带 视 同 素 对 应 所 网 有 的 竺 性。 我 妆 
素 重 提 一 下 这 些 特 性 ; 1 对 应 起 一 对 一 的 ，2) 直线 对 斑 于 直线 ; 3) 点 和 直线 的 相互 内 思 台 性 保持 不 室 { 末 如 集 点 
六 属于 家 线 a 则 点 二 居于 次 统 @ 投射 线 通过 投射 中 心 。 在 平行 投射 的 情况 下 ， 这 些 投射 线 互 相 平 行 (因为 
人 它们 通过 非 轩 有 点 1; 5) 平 面 卫 和 开 ' 的 交 线 是 对 应 中 的 二 重点 的 谣 迹 。 存 亲 似 对 应 中 , 这 条 交 线 称 为 亲 似 轴 。 


图 18 


2， 队 了 上 上 述 的 每 个 透视 同 素 对 应 : -包括 平行 和 说 检 内 \ 邦 其 有 的 称 性 之 外 ， 仅 寻 诬 括 只有 下 面 的 特 才 : 

3) 一 个 场 的 平行 下 找 半 应 丁 另 一 个 场 的 平行 直线 。 

为 了 证 明 这 个 特性 v 我 们 来 研究 半 面 I 上 出 条 性 塌 的 六 本 直接 (4 fa)。 和 将 这 蝴 希 点 线 依 方 向 8 投射 刘 平 盏 
红 ; 于 1 本 17)。 让 找 a 和 的 投身 下 而 中 和 名 是 下 相 平行 的 , 因为 它们 包 念 关 党 对 下 相 平 行 的 直线 人 a. 44'; 6， 

)。 投影 e 和 可是 这 源 个 平面 与 平面 人 的 交 线 , 央 此 它们 是 平行 的 。 

2) 一 个 场 的 三 个 点 的 简 红 售 也 另 -个 场 的 涯 个 对 应 瞄 的 简 比 。 

所 网 明志 个 点 的 简 比 " 这 个 概念 。 峰 定 三 个 点 本. 吾 和 妃 科 在 周一 直线 让, 那么 . 线 刻 比 人 你 为 二 个 点 的 


莘 记 、 并 用 (4BO) 来 痰 示 。 . | . 
将 点 44,B,C 平行 投射 到 半 侧 II 上 全 181。 对 应 的 肯 线 4B 和 4 引 相交 于 亲 似 轴 ss。. 轩 此 在 角 OpnC 的 
两 条 达 上 上 得 到 奕 在 平行 真 续 问 的 此 个 绪 眉 。 其 中 将 有 : | 


A0 AC 
BO RG 


这 个 式 了 就 到 殉 出 亲 似 对 应 中 三 个 点 的 莘 环 保持 不 变 的 这 种 特性 。 本 . 
3 两 个 对 应 点 (4 和 省 ) 到 亲 似 贡 s。 的 路 离 之 比 是 一 个 常数 ,而 卫 与 这 对 对 应 点 的 选择 无 类 。 


或 (4'B'C)= (ABO)。 


介 愉 .点 和 和 友 对 应 于 点 4 和 B' (图 19)。 和 这些 点 向 轴 s, 作 垂 线 , 便 科 到 它们 到 四 的 距离 ， 由 离 总 号 下 人 


iT 位 射 的 一 一 来 源 工 拉 汪 字 affiaitas .~ 启 , 它 的 章 文 时" 菜 感 闫 系 * 和 !* 科 埃 闫 系 "。 
* 1 * 


1 之 


下角 而 与 臣 线 的 方向 无 关 。 
可 以 写 出 : 
44 _ 4D 中 局 _ 丰 的 
BB. BD, BB BS Do 
从 是 , 如 从 图 中 断 昂 : 


因此 ， 
车 和 直 
Bi BB: 


用 文才 术 对 应 点 的 出 高 的 害 比 , 
4， 平 而 开 上 两 个 原 了 图形 的 而 积 之 比 , 等 二 平面 全 于 两 
个 对 点 图 形 舶 厨 积 之 比 。 
现在 分 为 下 面 几 称 宵 说 来 证 天 : 
1) 陆 个 三 加 撒 在 轴 so 上 具有 公 江 这， 图 20 
设 在 图 20 上 有 两 个 对 应 的 三 角形 YX 和 Jo 和 Ka 它们 的 着 积 之 比 可 表述 如 Fh:. 
AYAON: _ YRCOO, CC， 
AY UT TAXCO OO 
2) 两 全 三 角形 在 轩 se 于 市 一 全 公共 硕 点 ， 守 角形 了 oO 和 了 访 是 这 样 。 记 两 个 三 角形 的 对 应 这 BC 
和 BBC: 应 当 在 镶 se 上 上 相 变 ( 交 予 点 让 。 模 所 第 一 种 情况 , 可 写 出 : 
全 TCR Lp AYBX, -下 
A XX, AT HT 
记 是 AFOB=ATCK 一 AYoBXotAYoC'B' 的 面积 可 绒 氛 地 表达 ), 因此 我 们 有 有: 


二 


日 


kb; 


3) 一 般 情 况 的 山 个 对 应 三 角形 。 设 有 内 个 对 应 的 和 三 第 撒 480 利 夺 B'C'。 试 时 究 其 中 之 一 , 供 旭 48C, 它 
的 而 税 可 表达 如 下 : 


让 


AABE= AFINC-- AYBA--AY XoB, 
这 个 等 式 机 边 所 有 的 三 角形 都 属于 蕊 是 究 过 的 丽 各 和 销 况 , 所 以 ,应 用 上 面 所 证 骨 的 结果 , 就 可 将 等 式 改 写成 
这 样 : 


AABO-=E" AFToXNo -EATB A -Er AToX,B' 
或 
AABG=RCNY KO AFB A ~ AY XB) 
kA BC, 
因此 ， 


ABC _ ;党 证 
ANBO 常数 。 {证 毕 } 


1) 由 丽 个 对 应 三 角形 的 而 积 导 出 的 性 质 .不意 椎 广 色 两 个 对 应 多 角形 的 情况 。 事 实 上 - 外 -个 多 角形 都 可 
分 为 几 个 立信 月 ,并 及 多 角形 的 面积 可 用 组 碟 它 的 耶 些 立 角 形 的 而 积 之 和 来 胡 示 。 对 于 对 应 的 多 角形 ， 划 分 为 
同样 孝昌 的 角形, 也 是 可 以 做 到 的 。 结 时 和 将 有 : 

命 -k- 常数 。 

5) 最 后 . 这 个 性 质 可 以 推广 车 由 对 应 的 翰 线 所 图 成 的 两 个 测 积 的 情况 。 

用 人 和 人" 卜 示 内 冰 条 对 应 曲线 所 轩 成 的 而 积 。 在 图 成 击 积 入 的 曲线 内 另 一 内 接 多 角形 ， 间 用 字母 8 表示 
这 个 多 衣 肛 的 临 积 ， 

玻 内 接 凶 角形 的 每 “条 好 站 近 了 零 , 则 边 数 fa) 无 限 增加 而 趋 近 于 无 穷 大 。 于 是 我 们 得 到 ; 

A=limS,, 

对 于 硬 积 入 ,将 有 同 笠 的 结果 : 

上 一 imSs。 


式 中 号 " 是 与 多 角形 8 对 应 的 多 角形 的 面积 。 


因为 在 整个 过程 中 
一 
所 以 . 等 为 极限 出. 将 有 : 
和- 下。 
因此 ， 
全 


设 和 和 入 十 册 两 条 任意 束 状 的 其 线 所 转 成 的 面积, 而 六 ' 和 避 是 对 应 的 曲线 新 围 成 的 面积 , 于 是， 根据 证 
月 , 将 有 有 : 


A 
A TAL 
或 者 , 交换 比例 式 的 内 项 : 1 


这 样 ~ 来 , 两 信任 总 响 积 的 比值 是 不 变 的 , 册 它 息 透 宰 息 射 对 衣 的 不 变 县 ， 

5， 和 研究 当 贾 个 场 在 同一 平面 时 的 亲 似 对 应 是 非常 重要 的 ， 合 平面 开 ' 绕 订 似 轴 so 旋转 直到 与 平面 IT 重合 ， 
就 会 入 到 这 种 情况 。 这 时 帝 似 场 的 所 有 畦 性 仍然 有 效 , 因为 存 整 个 旋转 过 程 中 ,在 平面 I 和 了 "上 的 这 两 个 场 始 
线 保 持 不 变 ( 斤 21)。 

应 谈 特 别 注意 ， 连 熏 得 对 对 应 点 的 真 线 {和 连 系 线 ) 的 平行 性 ， 当 平面 呆 和 位 重合 之 后 也 保持 不 谈 。 实 际 上 ， 

w。 和 6 。 


PE 


当 平面 II 和 IT 相合 时 ,等 式 人 一生 了 没有 受到 破 纸 。 可 见 ,直线 44 88、0C' 是 平行 的 , 因为 它们 连接 着 一 


个 角 的 两 条 边 上 的 见 个 成 比例 的 线段 。 


略 21 图 22. 


6， 现存 米 研 究 怎 样 给 定 在 同一 平面 上 的 两 个 场 的 亲 似 对 应 。 显 然 , 这 个 对 应 不 能 用 平行 投射 法 米 建 让, 因 
为 这 两 个 场 的 平面 烃 重 合 的 。 我 们 来 证 明 ,， 这 样 的 亲 伏 对 应 可 以 由 亲 似 轴 so。 和 一 对 对 应 点 44 给 定 (图 22)。 

事实 上 , 为 要 作出 对 应 于 已 知 点 互 的 点 及 ,可 技 下 面 方法 进行 。 直 线 水 B 和 AB 作为 对 应 的 引 绕 应 该 相交 
主轴 % 上 的 二 重点 Do 这 个 点 可 由 已 知 站 线 4 确定 (Do= 4B8Xsoj。 由 此 作出 对 应 的 雪线 4 了 Do。 此 外 ， 六 为 
对 求 的 点 吾 应 当 在 连 夭 纺 BB' #44' 上 ,所以 这 个 点 就 是 直线 BB' 与 D4' 的 交点 {B' 一 BB XD,4')。 

同样 可 以 在 场 J 上 作出 与 场 I 上 已 知 点 0" 对 应 的 点 (参看 图 22) 。 

从 上 述 可 知 , 冶 定 亲 似 轴 和 一 对 对 应 点 便 完全 确定 
一 个 率 似 对 应 。 如 果 沿 亲 似 轴 s 将 图 弯 折 起 米 ( 参 看 图 
13 和 2i, 场 贡 就 是 场 开 的 平行 投影 , 这 可 从 末 伏 对 应 
的 特 考 〈 三 个 点 的 简 比 保持 不 变 , 因而 过 系 线 的 平行 性 
也 不 变 } 推 导出 来 。 

7 上面 已 经 食 述 过 尖 给 出 亲 伺 轴 s 和 - -对 对 应 点 
(4.4) 时 求 两 个 订 侯 对 应 场 中 的 对 应 点 的 作 社 。. 不 过 ， 
如 果 直 线 45( 图 33) 与 亲 似 二 交 王 图 外 时 ， 这 个 方法 就 
不 方 合 了。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 采用 另 一 种 方法 来 求 
对 应 元 素 ( 和 参看 图 23)。 

大 已 知 点 和 4 到 虚 下 作 一 任意 折线 44o4。 显 然 , 从 
点 吾 到 所 求 的 点 如 的 对 应 折线 , 可 由 平行 于 所 作 折 线 的 
线段 组 皮 - 如 果 BB, jf A445, 则 BoB' 8 44 。 然 后 找 衬 点 至 即 直 线 BoB 与 BB' 的 交 下 (8B'=B,B'XBB')。 

从 图 中 看 再 ， 上述 求 对 应 直线 的 方法 ,无论 已 知 直 线 处 在 怎样 的 位 置 都 可 坎 采用 。 这 个 方法 称 为 相似 三 帝 
形 法 (事实 上 ,三 角形 44,4 相似 于 宕 角形 BB,B')。 

8，1: 面 巴 研 究 过 两 平面 场 的 透视 仿 射 (或 染 似 ) 对 应 。 如 果 我 们 将 酚 平 面 中 的 一 个 平面 场 平行 投射 到 此 余 
那个 平面 上 土 ， 就 可 以 得到 这 种 对 应 。 其 中 也 赋 究 过 当 两 全 场 的 毕 面 重合 时 的 情况 。 正 如 我 们 所 见 ， 达 样 的 两 个 
场 的 对 应 点 , 位 在 伴 行 的 直线 { 连 系 线 ?上 。 


* 了 了 7 


换 句 话说 , 亲 似 场 占有 求 行 透视 的 位置 。 

手 商 个 平 而 中 的 一 个 线 着 它 了 j 的 交 线 (京介 轴 ) 旋 转 , 井 不 酸 坏 酚 亲 似 场 的 绊 行 透视 位 警 。 阳 是 可 以 政 安 一 
下 汕 沦 似 场 之 一 所 在 的 党 而 的 位 置 , 这 样 , 这 两 个 场 便 不 几 处 于 京 央 对 应 所 特有 的 平行 透视 位 置 。 这 时 , 这 贞 个 
声 的 一 一 对 应 称 为 坊 壬 对 应 。 对 于 这 种 对 应， 上 面 讲 过 的 两 个 场 的 亲 似 对 应 的 特性 仍然 广 效 ， 只 不 过 邮 个 场 不 
黄 处 二 平行 这 视 的 信 置 - 

这 样 一 来 ， 平 曾 场 的 仿 射 对 应 ， 可 以 更 解 为 这 梯 的 种 同类 对 应 , 即 直线 的 平行 性 和 三 个 点 的 阿 比 溉 有 受到 
履 环 的 同 吉 对 应 。 

竺 别 是 ,如 凡 我 们 使 已 知 的 平面 场 11 作 相似 痰 泡 , 则 得 到 的 场 II' 显然 是 场 于 的 仿 射 对 应 场 。 原 因 是 看 相似 
变换 以 厅 , 第 一 个 萄 的 平行 直线 仍 对 应 于 秒 二 :个 场 的 平行 直线 。 所 以 . 相似 变换 足 仿 射 变 牧人。 


4， 梯 圆 一 一 圆 的 仿 射 对 应 曲线 

3， 崩 设 在 两 个 平 血 场 工 和 开 " 之 间 已 建 率 了 仿 射 对 应 : 场 工 上 纸 一 个 图 形 中 都 对 应 着 场 工 上 某 :一 个 伪 竺 
于 中 的 图 此 人 中 。 例 如 ， 均 菩 上 的 正方 形 对 应 于 场 了 于 六 的 四 过 形 .根据 伪 射 对 应 的 特性 ,这 个 四 过 形 应 该 基 主 生 
外 边 形 , 因 力 两 这 线 的 平行 性 在 仿 身 对 永 中 设 有 绽 到 破 乒 。 正方 形 的 对 角 线 互相 移 分 。 这 种 特性 在 仿 射 于 正方 
形 的 绊 生 四 过 形 的 对 期 级 上 也 哥 持 不 恋 。 同 时 , 正方 形 的 相等 的 线段 :由 染 边 和 两 条 对 谣 线 ) 变 为 仿 鹿 半 行 四 边 
形 的 不 相符 的 线段 。 这 样 , 在 侯 一 个 图 形 中 痢 可 以 分 上 归 - 些 在 仿 射 变 换 中 保持 不 变 的 性 岳 ， 这 此 性 奈 我 们 菏 称 
人 性 质 )， 簿 一 个 图 形 邦 可 以 用 这 今 观点 求 分 析 。 

2 我 站 来 群 究 场 1 的 加 和 雹 I 上 .与 3 人 它 对 应 的 图 形 。 

定义 与 加 成 入射 对 应 的 他 形 称 六 病 加 。 

精 喇 的 这 个 定义 ， 使 我 们 能 够 雁 差 清楚 加 的 仿 壬 供 大 的 基础 上 求 明确 秘 各 的 性 质 。 

3， 对 称 中 心 ” 奇 是 一 条 中 心 对称 骨 给 ， 即 它 具有 一 个 对 称 申 心 6。 加 的 每 一 策 自 径 48 被 同心 刍 分 ,村 岂 
写成 40 一 08 一 一 BO 或 (4B0) = 一 1。 因 六 直线 上 三 个 点 的 简 比 在 仿 射 变换 中 是 不 变 的 ， 所 以 加 揭 仿 般 旋 
《和 昔 贺 ?也 应 其 有 有 类似 的 性 质 , 即 久 而 的 直 和 也 应 被 点 2' 等 分 。 因而 点 个 是 本 加 的 对 称 中 心 。 所 以 ， De 
中 心 对 邦 的 刷 线 。 

4. 共 罚 直 径 我 们 研究 甸 的 两 条 五 机 要 直 的 垃 和 AB 和 OD( 队 24)。 直 答 0D 等 分 所 有 平行 于 直径 AB 


图 24 
定义 ”如 果 卫 条 直 徐 中 的 任 他 一 名 育 从 分 于 行 开罗 一 名 训导 有 的 下 则 达 本 条 记 保 种 为 共 弓 
直径 。 
其 这 个 定义 疹 出 , 出 的 每 两 条 互相 下 直 的 次 径 同 时 也 是 共 辐 直径 。 这 内, 对 加 的 性 质 来 说 两 直径 的 共 罗 和 
两 直 答 的 秋 直 是 一 至 的 。 当 场 经 过 仿 射 概 换 后 , 应 该 注 老 ， 四 的 共 辑 直 答 变 为 网 的 攻 折 直 从 ,四 为 共 全 是 由 


外 关于 护 射 变 纵 的 到 详细 细 识 次 和 君 芋 , 中 切 导 失声 等 < 大 小 条 教 和 第 36 页 .莫斯科 ， 国家 技术 理论 书 夭 出 版 
竺 , 1956 千 版 。 
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去 贡 平行 和 台 芍 波 和 党 分 米 确定 , 而 这 族 个 性 后 在 仿 射 变换 方面 症 不 变 的 。 所 以 , 交 的 共 锁 直径 4B, CD 将 对 应 下 
导 聊 的 共 罗 直 径 4'B、C'D'。 因 此 ,直径 C'D' 者 分 所 有 平行 于 直径 4'B' 的 号 。 达 样 , 两 育 径 的 此 纯 竹 质 是 仿 身 
的 , 但 两 直径 的 丞 记 性 质 在 一 般 情况 下 不 能 保持 。 吾 棚 恒 直 的 直径 4B 和 CD 对 应 于 不 再 琵 宣 的 直径 4'B' 和 人 
D'《 套 看 图 24 

5， 切 线 ”法 点 五 引 图 的 切线 {图 25)。 

大 家 知道 ， 加 的 切线 矢 直 于 过 切 点 的 尘 和。 因此 ， 切 线 平 行 于 与 上 述 育 稚 4 共 姑 访 丰 和 众 。 于 是 ， 对 贫 宰 
说 :发 稚 两 端的 切线 平行 子 与 该 站 径 关 轿 的 宣 径 。 雪 线 的 这 一 种 标 质 是 仿 射 的 ， 同 时 ， 夺 场 百 变换 之 后 也 不 被 
破坏 。 它 确定 了 过 机 蜀 址 已 知 虚 作 孵 线 的 简单 广陵 : 


设 有 一 个 以 点 Cr 为 中 心 的 粮 画 。 和 要 求 过 车 图 上 一 点 B" 作 轨 线 。 为 此 , 引 业 加 的 直 锥 407B"， 并 作出 与 它 
蔷 纯 的 直 从 Cr。 责 从 0'D' 的 作法 不 淮 , 先 作出 纺 P'9', 并 以 点 Y' 竺 分 该 弦 , 这 时 直径 C0'D' 三 0" 用 ', 并 与 
直径 4'B' 共 辑 。 剩 下 一 步 是 过 点 B' 引 平行 于 直径 0'D' 的 直线 。 这 条 直线 访 是 柄 较 布点 5' 的 切线 。 

如 果 在 场 世 上 黄 出 已 知 畦 的 外 切 正 方形 ， 则 在 场 可 ' 上 我 们 得 到 外 切 于 对 应 峭 图 的 平行 四 边 形 。 要 迅 速 碑 
定 笛 加 的 她 状 ， 利 用 外 世子 稍 加 的 纤 行 四 进 形 最 为 有 利 。 如 果 在 图 具 出 了 柄 加 的 两 条 共 思 直径 4'B' 和 0'D 
( 几 26), 让 宰 的 平生 四边 节 便 不 村 作出 。， 和 六 
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四 了 .图 27 

56， 我们 来 证 腿 , 两 落 共 频 直 低 4 怠 和 CD' 完全 确 定 … 个 刁 冉 。 例 如 , # 给 出 两 条 任意 的 但 互相 名 分 的 线 和 
4B' 和 CD“( 图 27)。 我 们 把 它们 看 作 是 粮 园 移 共 辑 直 径 。 必 末 似 场 机 和 对 应 于 场 II' 上 的 根 贺 的 有 两 个 场 

区 似 可 水 庆 如 下 : 取 和 直线 4'B' 作为 亲 出 畏 。 于是， 丽 的 直径 4B 便 对 应 于 与 该 直 答 注 耸 的 估 恕 的 直 熏 4B 人 
a B)。 概 据 奥 件 ， 炳 加 的 直径 4‘B' 和 OD" 共 板 大 以 类 似 别 的 直 和 钴 也 应 当 共 办 ， 因 条 也 襄 鼎 根 生 各 
{4B1LOCD)。 购 的 点 C 对 应 十 桥 贺 的 点 C'。 现 得 ， 场 开 和 I 的 素 似 对 应 已 由 亲 做 轴 (4'8' 圭 45) 和 一 对 对 应 点 
CC 所 了 确定 。 作 由来 他 辐 之 后 ,入 可 以 技 到 区 关上 任 丰 本 个 因此 , 避风 可以 完全 确定 。 在 图 27 上 形 针 出 
上 好 的 作法 。 

试 证 明 所 作 鸭 桥 贺 是 具有 -对 共 辆 直径 (人 也 ,CD 的 唯一 的 铺 回 。 限 设 有 一 个 其 有 同一 一 对 共 抠 直径 而 用 
» 7 * 


芒种 作 朋 方法 得 到 的 椭 疗 。 我 们 来 证 明 第 :个 椭 网 与 第 一 个 椭 罗 重 谷 。 
根据 定义 , 第 .二 个 栖 圆 是 仿 射 对 应 于 场 证 J 某 一 个 是 (Bi, CiD1) 的 图 形 。 我 们 使 场 全 和 I 达到 透视 位 
让。 为 她 , 先 对 场 II 作 相似 变换 , 使 得 在 已 变换 的 场 II 和 场 II 中 ， 对 应 的 线段 让 B, 和 4’B" 余 等 、 这 就 是 说 、 


相 拟 而 数 一 委 全 然后 ， 将 两 个 场 的 平面 重 知 在 一 起 ， 使 线段 A, 和 4B' 重 合 。 干 是 直线 4'B' 变 为 琳 似 


辅 , 而 点 本 与 点 避 重 合 。 因 此 , 场 还 与 场 工 上 所 有 的 点 都 重合 , 共 中 包括 同 (AiBi, G1D0) 和 加 (4B,CD) 重 台 , 因 
此 ,在场 工 上 与 这 些 加 对 应 的 两 个 构 加 也 重合 。 

7， 棋 回 是 亲 优 竹 贺 的 曲线 这 一 定义 ， 使 我 们 可 以 采用 其 它 方法 作 榴 问 ， 如 果 给 出 梓 轴 的 两 条 共 斩 直径 
的 话 。， 

设 有 场 人 的 图 0 (48,CD) 和 场 Il 土 亲 似 于 它 的 靖国 0"(4'B CD)。 如 果 4B 和 (有 是 -- 对 互相 延 直 
的 直径 , 而 攻 是 项 上 . .个 任意 点 ， 试 在 场 TT" 上 作出 精 回 的 对 应 点 于"。 引 直线 3， 使 它 和 直线 4C 相 交 于 点 
《 隔 28)。 在 三 角形 48N 中 ,直线 4 对 和 BG 是 高 线 。 用 字母 己 表 未 它们 的 交点 。 那 么 ， 从 项 点 六 到 边 4B 的 
第 三 条 高 线 显然 通过 点 P。 现 在 来 研究 .在京 仆 场 了 "上 与 这 全 图 形 对 应 的 将 是 什么 。 这 航 症 : 图 0C4D, CD) 变 
为 情 阅 044'B',C'D')。 间 及, 轿 的 互相 垂直 ,因而 共 匈 的 直径 (481CD) 变 为 李 罗 的 共 f 直 径 (4'8'.0'D'), 三 
角形 48N 变 为 三 角形 4'B'N’。 线 段 BC 对 应 于 线段 8'0'。 平 行 子 直径 .0D 的 直线 WP 变 为 平行 于 糊 癌 直径 
CD' 的 直线 NN'P"。 下 蚌 、 三 角形 4BN 的 第 三 条 高 线 4 就 变 为 直线 4' 开 "(图 28, 四 。 这 样 , 便 得 到 利用 本 加 
和 通 的 迷 似 来 逐 点 作 帆 加 的 方法 。 这 个 方法 简单 归纳 如 下 (大 看 图 28)。 设 补 风 由 兴办 直径 4B'、C'D' 给 出 。 在 
直线 4C' 上 取 一 任意 点 N， 把 它 和 点 B' 连 起 来 。 
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再 用 直线 连接 点 B' 和 0 。 由 点 襄 ' 绰 平行 于 此 做 0D' 的 直线 , 并 找 出 它 与 直线 号 如 的 定点 了 '。 那 么 , 直 
线 下 与 B'N' 的 交点 就 是 所 求 酉 圆 上 的 点 并 ' (NY' 二 A'P'XB'N')。 在 图 29 上 次 示 凡 梢 向 的 这 种 还 点 各 
虎 壮 。 

83. 我 们 来 看 一 看 , 亲 似 于 棋 辆 的 图 形 是 怎样 的 曲线 , 或 者 , 换血 话说 , 一 个 椭 网 依 尾 音 方 向 平行 投射 到 紫 一 
投影 浙 [I 会 得 到 怎样 的 投影 。 : | 

王 和 如 载 们 所 见 , 稀 避 可 以 由 陋 条 共 错 直径 确定 , 并 起 可 以 按 图 28,5 中 所 冰 的 图 形 作 出 。 各 果 拒 这 个 明 形 抽 
射 玛 疾 的 投影 可 ”上 .、 则 在 平面 和 "上 得 到 类 似 的 图 彩 。 这 个 蔽 形 为 我 们 确定 一 个 新 的 栏 央 ， 这 就 是 原来 在 平 
面 了 十 的 柚 加 的 投影 。 因 此 , 袖 加 的 平行 授 影 是 情 网 。 

这 个 结论 的 应 用 可 说 明 如 下: 股 省 一 旋转 柱 面 。 我 们 用 不 平行 于 杜 面 母线 的 平 曾 米 埠 捉 它 。 拖 人 么 ， 在 截面 
上 得 到 条 曲线 , 这 条 曲线 就 是 袜 剖 。 事 实 上 , 这 条 曲线 可 以 看 作 是 柱 面 底 贺 的 平行 投影 。 
=- 20 ，» 
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一 般 可 以 培 ， 以 血 圆 为 底 的 任 鹤 往 面 的 平 截面 是 本 图 。 这 可 以 从 上 述 有 关山 辣 的 平行 故 影 的 绪论 中 看 出 


§ 5， 仿 射 对 应 场 的 主 方向 . 椭 茹 轴 


1 我们 先 来 研究 两 个 亲 似 场 本 和 II 。 和 假定 这 两 个 场 的 对 应 是 计 订 似 轴 so 和 一 对 对 应 点 型 和 HL' 建立 的 
(图 31。 如 果 通 过 点 闻 引 一 对 到 相 和 直 的 直线 型 4 和 型 3， 则 在 崇 伺 场 里 ， 与 它们 对 应 的 和 将 是 直线 型 4 和 
草 Bo。 这 两 条 直线 是 不 互 根 牌 直 的 。 在 特殊 情况 下 , 角 4 于 "Be 可 以 是 直角 , 这 时 我 们 梅 到 一 个 在 顶点 站 和 站 
处 都 是 直角 的 四 角形 副 4o 开 五。 大 家 知道 ， 外 接 于 这 样 的 下 角形 可 以 画 一 个 晤 。 可 以 用 那 两 个 直角 所 对 的 续 
轴 如 B, 作为 这 个 贺 的 直径 。 男 心 可 由 过 线 展 时 并 ' 的 中 点 久 所 作 的 琵 线 与 直线 5, 的 交 辟 来 确定 。 痕 据 这 痒 的 
道理 , 我 们 械 可 以 得 到 所 谓 亲 似 场 立 和 1 的 主 方 癌 的 作 站 。 

2。 设 两 个 场 的 亲 似 自 亲人 拟 输 ss 和 一 对 对 应 点 CH, 对 ) 培 出。 我 们 等 分 线段 二 于， 井 在 其 中 点 立 处 引 稚 线 


Cn 这 重 线 与 亲 似 辆 ae 的 交点 Ce 导 为 所 求 的 随心 。 用 加 心 Cy 和 半径 Co 一 Co 作 图 。 


标 册 该 圆 与 亲 促 辑 的 交 虚 .4 和 Be 在 场 工 和 开 ' 的 亲 候 英 系 中 ,就 可 找到 两 对 本 身 艺 相 牌 直 并 彼此 对 旋 的 
直线 : 
MAL MB 对 4 
这 样 丙 对 对 应 的 互相 垂直 的 直线 , 称 为 亲 似 场 工 和 工 ' 的 主 方 向 。 
位 得 注 滞 , 正如 图 31 上 所 见 , 在 点 于 和 形 ' 处 作 酚 对 主 方向 这 全 问题 , 只 有 唯一 -的 解 。 这 就 是 说 , 通过 来 似 场 
的 每 一 对 对 应 虚 有 了 唯一 的 一 对 主 方 向 。 
在 牧 殊 情况 下 , 直线 NC。 可 能 平行 于 亲 似 轴 , 这 时 亲 似 方向 垂直 于 灯 似 轴 。 不 过 , 即使 在 这 种 情况 下 ， 对 二 
杂 似 场 的 每 一 对 对 应 点 峙 和 并 和 也 有 -- 对 主 方向 ; 车 中 --- 主 方向 与 订 和 似 方向 冲 寻 ' 重合 ， 而 另 - 主 方 向 则 平生 于 
灯 似 轴 。 
3， 当 方向 洗 几 " 重 直 于 亲 似 轴 ,、 且 线段 开 形 ”的 中 点 落 在 亲 似 轴 上 时 的 亲 似 是 一 种 圣 萄 情况 《在 这 种 情况 
下 , 两 个 亲 似 场 的 点 对 称 子 罕 似 未 ) 。 这 时 , 第 一 个 场 上 你 一 对 互 根 短 家 的 直线 对 应 于 第 -个 场 上 一 对 也 是 瑟 禁 
条 直 的 直线 。 求 主 方向 恒 成 为 一 个 不 能 确定 的 门 题 。 
如 果 我 们 从 占 奏 透 视 位 置 的 闲 似 场 转 到 两 个 任意 配置 的 仿 射 对 应 场 的 一 般 情 哟 ， 则 对 于 每 一 对 对 应 点 ， 两 
个 场 的 主 方向 问题 都 有 唯一 的 解 。 事 实 上 ， 前 面 已 经 指出 ， 利 用 相似 变 模 种 亲 侯 变 模 可 以 从 一 个 场合 为 另 一 个 
场 ( 参 看 第 19 页 )。 鸽 这 次 个 场 达成 透视 位 置 之 后 , 就 可 以 找到 十 方 向 。 当 两 个 场 赎 复原 来 的 位 置 时 , 主 方向 的 
意义 不 变 。 
»。 27 。 


4-“ 视 圆 轴 。 前 面 已 经 指出 ， 到 的 丝 两 杀 共 锐 直 经 变 为 类 加 的 总 半 共 轩 自 生 ， 同时 , 加 的 共 包 直径 总 是 互相 
牌 直 的 , 而 对 应 的 栅 圆 的 共 久 直入 一 般 不 垂直 。 也 在 圆 的 卜 斩 直径 成 为 主 方向 的 情况 让 ， 与 它们 对 应 的 将 是 本 


作法 实质 上 毫 无 


图 32 图 33 


酉 员 轴 必 等 分 所 有 和 荃 直 于 它 的 纺 , 指出 这 一 点 是 很 重要 的 。 因 比 , 怖 间 辆 同时 是 炸 风 的 对 称 轴 (图 33}。 

5， 我 们 来 说 明 , 如 果 已 知 梢 苛 的 轴 , 怎样 作出 椭圆 的 点 。 

设 在 图 34 上 已 知 楷 圆 轴 4 了 一 2 和 TD 一 26。 可 以 把 椭圆 看 作 是 亲 亿 上 上 一 个 以 0OEC 为 中 心 ， 并 以 重 
合 于 椭 罗 办 4A"B' 的 4B 为 直 答 的 间 的 图 彤 。 二 是, 阅 的 直径 LD 对 应 于 椭圆 的 第 二 条 轴 C'D'。 这 样 ， 椭 贺 及 其 
对 应 加 的 末 似 由 业 侯 轴 4 五 二 4 和 一 对 亲人 羽 点 {例如 女 和 C0 来 确定 。 

假定 如 是 图 的 任意 点 , 孝 鼠 , 为 了 确定 棋 网 的 对 应 点 弄 ", 引 直线 CNo Hf MO 到 与 亲 似 轴 交 于 点 Na。 

把 点 wo 和 吕 连 起 来 。 点 隘 ' 是 作为 直线 形 型 。 与 O' 于 和 (OW' HNO) 的 交点 而 确定 的 。 于 是 ， 根 据 订 似 
点 的 转 件 {多 看 第 14 页 }, 我 们 有 和 人 WeCDcAAO 开 型。 和 人 NoC'Oro AD 于 HT 

CO Ha Sb 


OO MM, qa° 
由 此 即 可 断定 , 精 罗 的 对 应 点 还 可 以 用 下 面 的 方 靶 作 出 。 先 以 加 心 DO 和 直径 0'D' 作 贺 。 用 字母 表示 直 
线 OF 与 天 OCC'D) 的 光 点 ， 和 如 果 引 开 ' A'B', 在 直线 形 到 。 上 就 得 到 棋 剧 上 上 扬 求 的 点 才 "(。 实 际 上 ,我们 
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MFO 也 
HMM, MO #4” 
如 果 改 变 点 可 在 圆 .的 世 踢 , 我 位 就 可 任 利克 幅 向 任意 个 对 应 点 (图 35)。 
枢 据 降 34 不敬 解 炎 下 列 侣 是 ， 已 知 杭 国 上 点 村 " 种 轴 4'8'。 求 作 椭 加 的 第 二 条 轴 QC'。 
8。 乃 设 有 画 在 梢 留 长 加 和 先 困 上 的 黄 个 图 , 如 让 述 情 况 中 所 通 的 那样 (图 36)。 这 时 ,我们 都 知道 ,加 的 滑 
条 互相 焉 直 的 半 挫 OP 和 08 对 应 于 亲 侦 禄 时 的 两 条 共 饭 玉 径 0'P' 和 C8 ， 革 作法 如 图 36 所 示 。 把 三 骨 点 
089' 裕 脾 时 针 方 向 绕 中 心 0 旋 竺 90", 于 是 08 与 OP 重合 , 点 与 点 也 重 台 。 平 行 丁 直径 和 8' 的 直线 8@' 占 
上 # 平 行 于 直径 QO'D' 的 位 置 。 最 后 , 点 8 占有 位 置 全 。 这 样 就 得 到 矩形 FP'P 加 ', 它 的 迪 平 行 于 直 容 起 B 和 0" 
D'。 短 形 的 对 角 线 PP 和 P'@' 相交 十 点 癌 延长 对 角 线 P' 可 ' 直到 与 梢 加 销 交 于 点 型 和 N。 在 图 上 看 到 , 以 8 
为 圆心 , SO 为 半 和 从 的 殉 通 过 点 时. 和 GO。 市 灾 上 ， AOSN- AFSP', 但 是 三 角形 FSP' 是 等 厢 的 , 因而 三 角形 
OSN 岂 是 铝 嘱 的 , 亦 即 03 一 &NY。 同 样 可 得 08 一 38 于。 线段 8 一 8 于 一 SN 的 柑 等 , 正 澳 衣 器 、 有 H 和 加 位 在 以 
性 为 中 心 的 他 了 
图 形 OFP'N 是 等 用 梯形 。 因 此 P' 困 =70 二 5。 国 衬 : P 灶 = PO 一 o。 由 此 可 以 斯 定 , 对 于 任意 位 兽 的 点 了 
和 P', 线段 LN 的 长 度 是 不 变 的 , 并 且 等 于 椭 贺 两 半 轴 之 和 a 十 56。 | 
这 时 , 点 P' 在 线 用 MN 上 占有 锁定 的 位 置 (P'W=b，P'=a)。 当 点 呈 沿 着 加 移动 时 ， 点 P' 即 男 出 一 个 
椭 国 , 而 线段 开交 则 以 其 末端 点 河 著 并 加 轴 而 请 动 ， 
根据 上 还 , 我 们 可 以 作出 结论 : 
设 有 一 - 定 长 朗 的 线 诺 YN, 使 其 两 端 点 灌 着 两 条 也 相 重点 的 直线 滑动 , 当 线 让 移动 时 , 线段 上 的 任意 点 P' 将 
画 出 一 个 酉 圆 ,其 半 轴 是 线段 4 和 5 1P'M=a,P'N= 总 。 ”3 


图 36 、 图 sy 


视 圆 规 一 一 根据 弹出 两 个 平 埋 的 天 小 来 画 炸 轩 的 仪器 一 一 谣 是 以 这 个 原理 作为 基础 的 (图 37)。 

7， 图 36 土 的 作 江 可 用 来 解 下 面 的 问题 ; 

已 知 嫌 网 的 -对 共 辆 直径， 求 化 蒂 回 轴 ， 

导线 段 9'P' 和 0'' 足 椭 同 的 共 轿 闪 耸 。 将 水中 之 一 , 例 和 基 0'90", 向 0"'P' 旋转 90°, 得 线段 G' 可 '。 然 后 四 
直线 P' 如 ,并 标 出 其 中 点 态 。 以 点 二 为 加 心 , 50' 为 半 彼 画 栅 , 与 直线 P'8' 交 于 点 好 和 和。 这 有 时, 直线 ON 和 
0' 开 决定 椭 图 策 的 方向 , 而 线段 PR = 和 了 ' 了 = 6 则 决定 屈 贺 辆 的 长 度 ( 图 38)。 
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§ 6， 两 个 仿 射 对 应 场 的 正 透视 位 置 


1。 和 如 果 场 I 是 利 用 场 代 的 正 投射 得 到 的 , 这 样 的 两 个 场 我 们 称 为 还 透视 场 。 设 4 和 要 是 这 样 的 两 个 场 
的 两 个 对 应 点 。 那 么 , 我 们 将 有 :44 上 LI" 44' 上 se( 图 39)。 
试 来 盾 究 匡 直 于 亲 似 轴 so 的 投射 面 44' .4s。 在 三 角形 44'A, 里 ， 角 444 是 平面 二 和 平面 了 ' 所 构成 的 
琴 曾 锡 的 直 级 角 。 用 字母 喇 表 示 这 个 角 , 划 ; 
A404 二 入 4&'c0sm 或 人 和 eon。 
刘 果 将 平 酒 贡 或 和 ' 绕 亲 似 轴 so 旋转 而 使 Ti 与 开 ' 重 登 起 来 ， 则 线 4od 和 A414” 成 为 -如 咏 直 于 轴 go 的 直线 
{图 407。 ee 


A ea a 


nae 这 个 杀 仲 明 避 要 的 间 完 分 的 。 和 AA’ Lso, 为 了 明确 起 见 , 没 od4 守 4,4'"， 孝 么 , 根据 
公式 on- 我 们 恒 求 得 第 四。 


如 果 把 平面 卫 绕 饥 s。 旋转 角 中 , 市 在 这 新 的 位 置 里 , 平面 场 工 正 投射 为 场 江 。 


图 各 图 1 


2， 试 证 明 下 面 基 十 使 两 个 仿 射 对 应 场 达到 平 透视 位 置 的 定理 : 
* 24 + 


定理 借助 相似 变换 和 移动 两 个 伪 射 对 应 场 之 一 ， 总 可 以 令 共 中 一 个 场 成 为 旭 一 个 场 的 正 投影 而 使 它们 
达到 正 透 容 位 置 。 
用 如 和 表 东 场 开 和 下 的 对 对 应 点 (图 4D。 服 定 直线 9 上 5 和 5" 是 这 区 全 场 的 主 方向 前面 已 
证 图 , 仿 射 场 开 和 IT' 利用 禁 似 变换 和 移动 可 以 达到 平行 透视 位 置 , 并 且 可 以 选择 其 中 一 直线 , 例如 ， 与 对 应 直 级 
9 重合 的 直线 4 作为 亲 似 轴 。 为 了 看 图 方便 ， 认 为 这 两 个 平面 重生 在 一 起 (图 42)。 点 下 和 和 吕 因 位 在 亲 似 机 .: 
上 , 应 当 重 合 。 直 线 吾 和 如 则 重合 为 一 条 各 直 于 厅 似 辖 的 直线 。 同 时, 点 有 对 应 于 点 如 ,因此 , 亲 侯 方向 乘 家 于 
类 似 轴 。 人 
… 运用 相仿 变换 , 总 可 以 使 两 个 已 知 场 中 的 任 一 个 成 为 另 一 全 的 正 投影 。 


8 7， 波 尔 克 - 什 丽 尔 茨 定 更 


1， 从 两 个 场 的 正 透 坑 位 置 的 定 现 推出 


三 角形 480 和 4"B'O" 确定 两 个 场 的 仿 射 对 应 。 神 据 上 述 ， 共 中 一 个 声 经 相似 变换 之 后 ,这 两 个 声 可 以 达 
到 正 透视 位 置 。 这 时 , 其 中 一 个 已 知 三 角形 就 成 为 与 其 余 那 全 三 角形 棚 候 的 另 一 个 三 角形 的 正 投 影 。 

2) 三 楼 桩 过 可 以 用 一 个 平面 来 这 样 截 出， 使 在 截面 上 和 社 到 一 个 纺 定 形状 的 三 角形 。 

用 垂直 于 已 知 棱 柱 各 核 迪 的 平 而 截 读 模 柱 , 并 用 字母 4'8'C' 岩 示 其 盐 耐 。 三 角形 省 BC 可 以 看 作 是 具有 
给 定形 状 (三 角形 4BC 的 形状 ) 的 三 角形 418,0, 的 正 投影 。 闪 为 投射 线 与 已 知 三 神 柱 的 材 边 重合 , 所 以 三 角形 
.B,C 是 楼 柱 的 般 面 {图 43)。 


TA A 


出 一 个 组 成 邦 分 , 即 三 楼 往 4'8"C'4。B,C。。 根 据 上述, 可 以 用 一 个 平面 截 割 这 个 三 配 柱 , 使 在 内 面 上 得 到 与 三 角 

形 48C 相似 的 三 角形 4.B,C,。 用 这 个 平面 堆 庆 整个 所 柱 而 得 的 葵 轴 是 多 角形 4,B,CD:Bi。 这 个 用 角形 平生 

投射 到 校 柱 的 你 上 , 因而 与 这 个 底 成 仿 射 对 应 。 根 据 条 件 , 楼 福 的 底 坊 射 于 已 知 字 角形 45CDE， 所 以 截面 多 角 

形 41B04D4B 仿 射 于 多 前 形 4BCDB。 因 为 从 另 一 方面 ， 三 角形 418,0, 相似 于 三 角形 4BC， 所 以 这 两 个 多 角 
形 的 仿 射 对 应 是 相似 安 斤 。 ， 

两 个 已 知 的 仿 射 图 形 总 可 以 认为 确定 著 它 们 所 属 的 两 个 平面 场 的 仿 射 对 应 。 如 工 所 述 , 相似 变换 其 中 一 个 
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图 45 
场 之 策 ， . 训 革 使 这 琴 个 场 达到 正 透 视 位 置 。 这 时 ， 具 中 网 一 个 巨 知 图 形 是 其 余 那 个 已 知 图 形 的 相似 图 形 的 下 
投影 ， : 
注 为 了 作 一 个 与 已 纪 多 期 形成 仿 射 的 多 角形, 避 光 作 包 含 在 这 本 个 多 角形 时 的 一 对 三 角 虎 ( 属 45)。 

埋 副 是 , 对 于 两 个 四 前 形 4BCD 和 #4'BC'D”, 管 们 成 仿 射 的 客 要 且 充 分 的 条 性 是 : 两 个 四 名 育 的 对 前 到 分 
成 同一 比值 。 素 实 上， 和 如 紧 这 两 个 四 角形 是 成 仿 射 的 ， 则 可 认为 它们 所 属 的 场 的 仿 射 对 应 是 由 三 角形 4BC 和 
有 BQ" 苔 定 。 但 这 时 直线 4 应 当 对 应 于 直线 40, 而 两 个 邮 前 形 对 角 线 的 交点 是 对 应 的 ,因此 应 当 分 对 条 线 
为 同一 比值 。 记 以 : SR 

(ACM) = (4°C°M'): (BDM)— (BD'M'), 
3 用 我 们 天 得 的 结果 , 可 以 证 明 一 个 基本 定理 , 这 个 定 惠 对 于 加 测 投 影 的 意义 将 在 第 十 二 章 中 八 述 。 


PP Pe hr adn an rh A ep 


投影 。 
| 由 四 个 点 (项 点 ) 和 这 些 项 点 确定 的 六 条 直线 ( 近 ? 所 构成 的 图 形 称 为 完全 四 角形 ， 如 果 四 角形 的 四 全 项 点 
不 公 在 同一 直线 上 , 这 个 四 角形 就 称 为 非 退 化 的 完全 四 角形 。 
因此 ， 息 设 结 定 一 个 任意 的 四 抽 体 dBuCuDp。 和 一 个 完 仗 四 角形 4BC( 图 46)。 这 个 完全 四 角形 可 以 看 征 
总 荣 个 四 面体 的 投影 。 于 是 , 完全 四 角形 的 坟 条 按 可 以 看 作 是 谱 四 面体 的 各 棱 边 的 投影 。 四 角形 圣人 角 线 的 交点 
{F, 型 ) 是 在 空间 四 面体 的 对 应 扶 边 上 的 两 个 点 的 投影 、 这 是 个 点 就 足 在 接 边 如 De 上 的 点 Zo 有 技 边 06B 上 的 
所 型 由 于 在 平行 拱 射 中 三 个 点 的 莘 比 的 不 变性 , 我 们 可 以 根据 条 件 
(ADoLo) = (4D7 (Bo WH = (BOM) 
六 四 而 体 的 楼 这 4,Do 和 C6oB, 上 分 基 找 划 点 Po 才 Jo。 l : 
了 到 直线 型 ie 的 方向 为 投射 方向 。 这 总 保证 点 型 和 了 在 投影 面 上 投射 为 一 个 点 。 傅 方向 型 将 四 面 
你 进行 投射 。 为 此 , 5 自行 子 直线 型 ,5 的 投射 绕 ， 这 些 投射 线 构 威 一 个 校 柱 。 用 任意 平面 了 I 朴 讽 这 个 校 疆 ， 
在 礁 面 上 得 到 完 伟 四 角形 4'8°C D'。 这 时 应 当 有 : 
APL) = (ADLn) = {ADL), 
(BC = (B,C NM) = (BOM), 


中 大 罩 简 史 (本 书 第 273 页 )。 
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图 46 

这 些 等 式 将 明 , 完全 四 角形 4'B'C'D’ 仿 射 于 四 角形 4BCD。 把 四 角形 4'B'G'D' 有 作 是 续 棕 的 底 ， 就 可 以 
作出 投射 榨 柱 被 兴 鼎 IT 所 瑚 割 而 与 四 角形 46C2 相 伺 的 截 襄 4 BC:Di。 这 样 ， 完 全 四 角形 .05D, 就 是 已 
知 四 面体 4,8,06D, 的 平行 投影 。 因 此 , 与 四 角形 41B,04Di 想 做 的 已 知 轩 角形 显然 是 与 已 织 四 画 休 相似 的 四面 
体 的 投影 。 . 

3， 波 尔 克 ~ 什 巨 尔 艾 定 弘 的 意义 是 ， 在 投影 面 上 任 滞 给 定 的 完全 四 衣 形 可 以 看 作 是 具有 给 定形 状 的 由 而 
你 的 平行 投影 。 

假定 在 平 而 棋 上 给 定 -个 完全 四 角形 480D。 此 外 迹 络 出 了 四 面体 4oBeCupu。 寺 是 产生 了 这 六 的 问题 ， 
即 给 宅 形 状 的 四 面体 对 投影 面 开 应 当 占有 怎样 的 位 置 ， 才 能 使 它 平行 投射 为 已 知 四 角形 4BCD。 正 足 波 尔 真 - 
生死 尔 获 定理 的 证 明 给 出 解决 这 个 问题 的 关键 。 实 际 上 ,上面 已 经 赋 明 怎 伴 确定 四 而 体 的 投射 方向 。 方 向 确定 
之 后 , 就 可 以 定 出 裁 面 对 投 射 按 柱 的 位 置 。 现 在 , 如 果 取 松 面 心 了 C, 作为 投影 而 ， 则 投射 棱柱 以 及 内 校本 它 
的 原 办 面体 将 完全 可 以 确定 。 这 就 能 够 解决 根据 由 面体 的 任意 给 定 的 投影 午 妇 原 四 钾 体 的 问题 。 这 个 问题 还 
有 上 其它 的 解法 人 | 

应 当 指出 , 原 四 面体 沿 投射 方向 的 平行 移动 并 不 改变 它 的 投影 。 内 此 .， 四 面体 的 位 置 只 是 省 平 行 移动 前 才 
是 态 定 的 。 此 外 , 不 难 希 出 , 对 于 逆 问题 ， 我 们 有 四 个 不 同 的 解 。 束 实 上 ， 与 我 们 所 得 药 投 射 棱 往 对 应 的 还 有 有 第 
二 个 投射 榨 杜 , 这 个 校 村 与 第 一 个 以往 对 称 于 投影 而 。 在 每 一 个 投射 楼 柱 里 ， 原 四 面体 可 占有 对 称 于 棱柱 法 蕉 
面 的 两 个 实际 不 辣 的 位 置 。 

4. 波 尔 克 - 什 瓦尔 获 定 图 的 实际 意义 将 在 第 | 二 章 闻 述 。 不 过 、 现 在 就 可 以 说 ,这 个 定 滁 可 以 作出 关 工 空 
辣 直 角 和 坐标 系 的 投影 的 最 一 般 的 结论 。 假 设 有 一 个 二 角 举 标 系 Ozyz， 并 沼 坐 蒜 轴 截 取 单 位 线段 ( 尺 应 线 脆 ) 
0E: 二 0B, 一 058, 就 得 到 一 个 所 谢 尺 府 四 面体 08。8,8:。 当 原由 面体 是 尺度 四 画 体 时 , 应 用 波 尔 克 - 什 下 尔 获 定 
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理 于 这 种 情 纲 ,我们 就 有 : 

任意 非 退 化 的 完全 四 角形 总 可 以 看 作 基 空间 直角 中标 每 的 尺 座 四 舞 体 的 平行 投影 。 

这 个 定理 首先 由 德国 儿 何 学 家 共 . 波 尔 克 王 1353 年 以 下 面 的 形式 发 表 ; 

在 岂 一 平面 上 ,由 网 一 个 点 0 引出 的 泛 条 中 底 任 是 计 和 长 度 的 续 民 9 RS、0'B 和 和 有 : 是 直角 内 标 轴 上 
由 匠 点 0 起 缆 取 的 三 条 相 等 线段 08:.0Rs 和 08 的 平行 投影 (图 477。 

要 沁 这 个 这 尔 汉 定 本 饮 济 久 的 从 大 0 及 公办 上 约 凡 度 全 以 完全 全 虹 地 给 定 。 同时 , 这个 体系 是 空间 直角 


” 旦 标 系 的 平行 投影 。 


§8， 关 于 空间 的 仿 射 变换 


1 .为 了 解决 空间 的 问题 常 有 效 地 加 以 空间 本 身 的 变换 。 这 时 ， 空间 试看 作 是 直线 和 平面 的 点 的 集 人 台 。 在 
丙 法 儿 创 中 应 用 得 最 多 的 是 空间 本 身 的 亲 似 变 换 。 这 种 变换 和 平面 上 的 来 似 变 挤 非常 类 似 ， 这 时 点 场 还 被 变 
换 为 在 同 - -平面 芋 的 对 应 场 T。 

在 空 疗 的 亲 似 变换 中 ， 我 们 奖 朋 " 订 妃 平面 "全 。 代表 作为 二 重点 移 庚 迹 的 亲 做 轴 { 图 48) 。 空 间 的 每 一 个 点 
4 被 变换 为 同一 帘 同 的 确定 的 点 4', 反之 亦 然 。 各 对 对 应 点 位 在 平行 直线 (44' 入 BB'#CC' jf ……) 土 。 直 线程 
被 变换 为 直线 wm', 同时 ,这 两 条 直线 在 亲 似 平面 > 上 相交 于 它们 本 身 的 二 重点 B。 每 个 平面 守 变换 为 一 个 
新 的 平面, 并 且 两 个 末 似 的 平面 洪 直 线 se 相交 ， 这 来 直线 是 二 重 直 线 且 位 在 亲 但 平面 上 。 因 为 亲 似 对 应 确定 空 
尊 点 的 开行 投射 ,所 以 位 在 对 应 平面 上 的 两 个 平 而 场 让 类 侯 对 应 的 。 

我 们 指出 , 球面 可 异 助 空间 变换 而 变 为 本 球面 。 


复 习 题 
!、 怎 样 定义 用 来 补充 欧 几 轩 得 空间 的 上 天 穷 远 点 或 非 图 有 点 的 概念 * 
2。 为 什么 把 平面 上 的 无 疹 远 点 的 雪灾 认为 巧 光 沉 远 直 线 , 而 把 空间 前 无 穷 远 点 的 雪 杰 认为 是 无 穷 远 平面 ， 
是 合适 的 。 
3， 两 个 点 场 之 间 怎 样 的 对 应 才 称 为 一 一 对 应 ? 
4 什么 是 同 素 对 应 7 透视 局 素 对 应 的 性 质 是 怎样 的 ? 
5.。 试 述 宰 和 间 的 和 平面 的 笛 神 格 正定 其 和 逆 定 理 。 


名 参 背 第 十 二 章 $2。 
轩 芽 .下 切 特 纺 甸 新 < 身影 儿 何 学 ? 第 48 页 , 菇 斯 料 , 国家 技术 理论 书 厌 出 版 社 , 1953 年 版 。 
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6， 什 么 叫 选 射 ? 

7- 试 给 出 条 视 仿 射 对 应 或 订 似 对 应 的 定义 ,这 种 对 应 的 特性 是 怎 拌 的 : 
8， 什么 是 变形 系数 

9， 怎 樟 确 定 一 般 情况 的 仿 射 对 应 

10. 试 根据 酉 加 作 为 园 的 仿 射 对 未 图 形 的 定义 , 列举 祷 罗 的 插 夭 。 
11， 什 么 是 仿 射 对 应 场 的 主 方向 ? 试 结 出 精 赔 红 的 定义 。 

12、 试 壕 扶 尔 克 - 估 丰 尔 区 定理 ; 要 围 它 在 平行 失身 峙 标 轴 体 系 时 的 期 义 。 


练 习 题 
1， 亲 似 对 应 由 两 对 对 应 直线 fa, a) 和 (ba, 5) 给 定 。 求 作 素 似 轴 和 亲 似 方向 。 
2。 亲 似 对 应 由 亲 似 办 8 和 一 对 对 应 点 {4, 4) 给 定 ( 图 49)。 求 作对 应 于 已 知 国 的 椭 加 和 椭 图 加。 


ps 
A 


2" 
图 9 柄 50 
4 已 给 出 具有 中 心 0' 和 直径 4'8' 的 棋 图 { 图 50 。 求 作 平 行 于 直 和 从 4 六 的 酉 圆 切 线 。 
4 在 图 上 , 椭 阅 册 一 对 具 轿 直径 (4'8'，0'D') 确定 ， 试 过 已 知 点 前 ' 作 椭 加 的 切线 ， 但 不 诺 瑟 出 这 -个 炳 吐 
{ 图 51)。 


图 5 


担 示 “ 取 直 线 4'B' 作 末 似 轴 来 作 与 已 知 烛 图 亲人 其 的 阅 ， 然 后 在 加 所 在 揭 场 上 甫 题 ， 表 加 至 康 来 所 操 钥 
图 二。 
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家 复合 图 .复合 图 上 的 点 、。、 
直线 和 平面 “定位 问题 


在 “绪论 ”里 已 研究 过 “可 逆转 " 的 作 图 原则; 在 突 路 中 最 常用 的 是 正 禾 影 各 留 落 。 志 所 画 
形体 的 几 个 互 有 联系 的 投影 所 组 成 的 图 称 为 复合 图 。 正 投影 复合 图 法 在 文献 中 也 称 为 宜昌 法 。 
这 个 方法 作 图 简单 ， 而 卫 用 于 图 解 问题 时 也 很 准确 。 它 能 在 图 上 特 懈 地 确定 图 象 。 它 的 缺 
点 是 图 象 的 直观 性 鞋 。. 
研究 复合 图 法 ， 我 们 要 从 空间 基本 元 素 (点 、 直线 和 平面 在 由 两 个 投影 所 组 成 的 复合 轩 上 
芍 图 象 开始 。 


”$1， 点 在 复合 图 (两 面 圈 ) 上 的 国 象 

1. 试 研究 由 商 个 互相 重 直 的 平面 人 I 和 II， 
猩 成 的 固定 体系 (图 52)。 将 乎 而 有 ， 水 平 她 放 
' 置 ， 并 称 它 为 水 平 投影 面 。 这 时 垂直 十 它 的 平面 
IJ 处 于 直立 的 位 置 。 通 常 认 为 这 个 平面 摆 在 
现 罕 者 的 前 面 ， 因 此 称 它 为 正 立 投影 面 。 我 们 将 
把 空间 的 点 正 投 射 到 这 两 个 平面 上 。 

假定 空间 有 其 一 点 4。 点 4 在 平面 QI; F 的 
焉 投影 4， 称 为 点 4 的 水 平 投影 ， 而 点 4 在 平面 
洒 * 上 的 正 投影 4 称 为 点 4 的 正面 投影 。 将 点 4 
投射 到 投影 面 上 的 直线 44， 和 44 (44 IT， 图 让 
< 上 中 各 为 投 时 二 《44 水 焉 技 抽 线 “44 一 下 大 投 册 过 )。 两 才 影 而 的 交 线 称 为 抽 
影 加, 并 用 字母 z 表示。 | 

垩 直 于 投影 面 的 平面 称 为 投射 面 ( 重 直 于 平面 II; 的 称 为 水 平 投射 面 , 莱 直 十 平面 休 的 称 为 
正面 投射 面 )。 平 面 44,4, 通过 垂直 于 吾 面 I; 的 直线 441, 因此 , 它 垩 直 十 平面 I,。 同 样 ,平面 
4di4s 伍 直 于 平面 Hi。 央 此 , 投射 面 44,43 两 次 亚 直 于 响 影 山 z 。 

平面 44 4 与 投影 轴 z 的 交点 是 局 时 属于 平面 世 , 和 了 :的 点 , 用 4i* 来 表示 。 在 垂直 于 投影 
轴 % 的 平 而 4414,。 上 的 直线 4s41; 和 A124， 垂直 于 该 投影 四。 

2、 反 之 , 设 di: 是 投 影 轴 z 上 的 任意 - ,点 从 点 4tz 作 两 条 投影 轴 的 垂 二 线 , 一 条 在 平面 开 ， 
上 , 另 一 条 在 平面 了 上。 这 上 时 位 在 这 两 条 恒 线 于 的 每 一 对 点 4; 和 4 在 宏 间 确定 唯一 的 一 个 点 
4。 实 际 上 , 两 条 相交 的 直线 .41 和 了 :zds 确 定 了 垂直 于 投影 轴 z 的 平面 4,A114， (因为 4iz4i 


二 ”由 两 个 投影 扬 组 成 的 怎 个 盘 称 为 “两 面 图 "， 
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工 z 和 4ia4a 上 5)。 但 是 委 直 于 平面 ID 和 Is 的 交 线 z 的 平面 也 性 直 于 这 两 个 平 面 中 的 每 一 个 , 即 
平面 dd4* 科 这 两 个 投影 而 米 说 都 是 投射 面 。 因 此 , 由 点 4 各 中 分别 对 平 商 ID 和 1 所 作 的 
生 线 位 在 一 个 平面 (平面 4:4w4s) 上 。 它们 的 交战 4 就 是 而 已 知 的 一 对 点 丸和 全 所 靖 定 的 所 
求 空间 点 。 ， 人 

注 平面 II 和 IT 上 的 一 对 虎 , 如 果 不 在 翟 直 于 轴 z 的 一 个 平面 上 则 不 能 区 定语 中 任何 一 点 , 网 为 从 这 
样 的 点 向 投影 而 所 作 的 攻 直 线 料 是 交叉 的 直线 , 所 以 没有 交点 。 

这 样 ,所 祖 究 的 方法 全 每 一 个 点 4 对 应 于 它 的 -- 对 投影 久 和 4 矶 和 4 与 与 点 4 在 同一 平 商 
上 , 而 这 个 平面 禾 直 于 两 个 投影 面 I 和 Is 因而 芒 直 于 它们 的 交 线 z 丈 反之 , 在 各 在于 轴 的 同 
一 平面 上 的 任意 两 个 点 4CIL 和 4:CIIs 在 空间 确定 叭 一 的 一 个 点 4。 ， ， 

。 点 4 到 水 平 投影 面 的 距离 44; 称 为 点 4 的 高 底 ， 而 它 到 正 立 投影 面 的 距离 44, 称 为 点 4 的 
深 座 。 

3， 为 了 得 到 平面 的 图 ， 我 们 将 投影 面 代 , 按 图 52 上 销 关 所 示 的 方向 费 得 = 这 加 全 下 I 

与 平面 TTs 重 人 ,也 就 是 使 Il 的 前 半 面 与 Js 的 下 . Ne 
. 举 曾 重 全 起来。 结果， 得 到 由 点 4 的 两 个 投影 
4 和 4 组 成 的 点 4 的 复合 图 (图 53)。 两 个 投影 . 
4 和 4: 位 在 投影 铺 1;@ 的 一 条 垂直 线 上 ， 因 为 
垂直 土 轴 ris 的 两 条 直线 dsd， 和 4ia4。 具有 公 
共 点 da。 在 复合 图 上 , 连接 点 的 酌 个 投影 的 直线 
4,4 称 为 连 系 线 。 正 如 所 见 ， 点 的 两 个 投影 的 连 : 
系 线 委 直 于 投影 轴 。 本 

这 样 得 到 的 偶合 图 是 可 逆 图 (或 度量 确定 图 ) 。 事 实 上 . 例如 观 宕 点 和 4 的 水平 投影 di 时 , 在 
图 上 就 可 以 知道 点 4 的 高 度 是 4ia4x 因为 41444=414( 湖 君 图 52 和 53) 。 因 此 , 复合 图 可 以 着 
作 吓 补充 了 高 度 厂 段 的 投影 图 , 这 种 投影 图 的 可 雍 性 在 “ 络 论 "里 已 指出 过 。.，-” 

4， 空 间 的 象限 ( 隐 角 ) “我们 知道 Om 
限 (或 蜗 角 )。 同 时 把 这 些 象 限 按 如 图 54 所 示 的 次 序 编 以 导 码 , 并 称 它们 为 第 III、1T[ 和 第 
[象限 。 

如 打点 4 位 在 第 1 象限 , 它 的 水 平 投影 上 便 属 许 世 的 前 半 面 , 正面 投影 4s 则 属 十 II 的 上 
半 曾 。 当 卫 个 投影 而 重 益 时 , 位 在 第 [象限 的 点 4 的 水 还 摧 影 4 混在 轴 x 的 下 方 , 而 正 而 搁 影 
4: 则 在 轴 ws 的 上 方 (图 55)。 根 据 原形 点 (被 投射 的 点 ) 位 在 不 同 的 空间 象限 (参看 图 54)， 在 侠 
合 图 上 可 得 到 心 们 的 投影 的 相应 位 置 (参看 图 55)。 反 之 ， 根 据 投影 的 位 辕 也 可 以 基 断 空间 的 点 
位 在 那 一 个 象限 。 

5， 空 间 点 在 平 而 II, 上 的 投影 的 集合 (总 和 ) 称 为 点 的 水 平 投影 场 而 空间 点 在 平面 [Ts 上 的 
投影 的 集合 称 为 点 的 正面 投影 场 。 


外 因为 投影 轴 和 “是 同时 六 于 两 个 投影 面积 11: 的 直线 , 所 以 在 复合 图 上 用 xls 表示 。 
* 和 
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当 投 影 面 重要 时 , 两 个 投影 场 就 位 在 一 个 平面 (图 而 再 )) 上 , 但 达 不 是 说 ,每 个 空间 点 的 水 平 
投影 和 正面 投影 都 重合 。 这 只 有 在 唯一 的 一 种 情况 下 才 有 可 能 ， 即 只 有 当 点 外 位 在 * 侦 数 "等 分 
面 A( 恋 平面 等 分 平面 再, 与 IT, 之 间 的 两 面 角 , 且 位 存 第 [1 和 第 了 象限 内 ) 上 时， 点 全 的 两 个 


~ 


(TT=T,T，Q19 一 .8)， 因 而 当 投 影 面 重 准 后 ， 这 些 点 的 两 个 投影 便 熏 合 (和 参 署 图 57 上 的 点 
7T, 三 7T2)。 空 间 点 的 两 个 投影 在 复合 图 上 重 会 时, 这 种 点 称 为 重合 点 。 如 果 平 面 上 的 每 一 个 点 都 


是 重合 点 ， 则 这 个 平面 称 为 重 含 平面 。 显 然 ， 侦 数 稳 分 面 A 是 两面 重合 图 的 重合 乎 面 。 


Te 


图 57 

6， 应 当 注 意 某 些 特殊 位 置 的 点 (参看 图 57) 。 位 在 水 平 投影 面 IT, 上 的 点 素 和 于 ， 它 们 的 下 
面 投影 玉 : 和 蛙 : 沙 在 轴 ziz* 上 。 反 之 , 如 果 点 的 水 平 投影 位 在 铀 上 ， 则 表示 点 本 身 (点 卫 和 交 ) 是 
在 正 立 投影 面 芽 , 上。 十 分 明显 , 轴 * 上 所 有 的 点 全 都 是 量 合 点 , 即 下 ,一 工 : 一 六 。 
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$2、 站 线 在 复合 图 上 的 图 象 
I， 直线 的 投影 , 作为 直线 上 所 有 的 点 投 彤 的 总 和 , 是 一 直线 (参看 “结论 ")。 过 直线 ! 作 一 水 
平 投射 面 允 和 正面 投射 画 介 , 我 们 就 得 到 已 各 直线 的 水 平 投影 1 和 正面 投影 ts( 贡 = 全 x Tl 4:= 
人 Ox) (图 58)。 i 
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反之 , 每 一 对 一 役 位 置 直线 CH, 和 7:CCTT, 在 空间 确定 唯一 的 一 条 直线 1 D， 它 是 过 直线 
六 和 六 所作 的 投射 面 的 交 线 。 

因此 , 空间 直线 在 两 这 复合 图 上 可 用 自己 的 一 对 投影 (zi 13) 来 确定 (图 59)。 

2， 但 是 , 直线 在 平面 上 的 投影 不 总 是 直线 。 投 射线 , 如 就 是 一直 于 投影 面 的 直线 , 在 这 个 平 
而 上 投射 为 一 个 点 。 例 如 , 观察 水 平 投射 线 (图 60)。 这 条 吉 线 上 所 有 的 点 投射 到 水 平 投影 面 


图 61 


IE 上 者 咸 为 同一 个 点 忆 , 即 该 直线 的 水 站 涉 点 四 了 三 (图 61)。 水 平 投射 线 的 正面 投影 显然 
是 于 直 于 投影 轴 *ia 的 直线 fo。 同样 ， 正 面 投射 绕 有 投射 到 水 平 投影 面 上 成 为 秋 直 于 轴 x 的 


直线 名, 而 在 正 立 投 影 而 上 则 投射 为 一 个 点 ha 三 有 (Hs 二 hx IT)。 
3， 点 和 直线 的 从 属性 ”很 设 已 知 一 直线 (ki, to)( 图 82) 。 把 直线 训 的 投影 看 作 是 直线 六 


人 @ 下 面 所 久 究 的 情况 (从 外 图 66 和 67) 为 例外 。 . 
加 言 线 与 平面 的 交点 称 为 吉 线 在 平面 上 的 可 点 。 直 技 与 流 影 面 II, 和 可 :的 交点 分 别称 为 忆 知 直线 的 水 平江 点 和 正 而 


过 点 ， 
. 33 - 


上 所 有 点 的 投影 的 总 和 , 我 们 看 到 , 直线 上 所 有 的 点 的 水 下 投影 落 存 它 的 水 平 投影 如上, 而 直线 
上 所 有 的 点 的 正面 投影 落 在 它 的 正面 投影 如 上 。 因 此 , 已 知 直 线 上 的 点 显然 可 由 它 的 一 个 投影 
来 确定 。 例 如 ， 任 取 直 线 直上 某 一 点 形 的 水 平 投影 对 :(MIC 有 )。 本 是 点 时 C5 的 第 二 个 投影 莽 
是 过 z, 所 引 的 连 系 线 与 直线 大 的 正面 投影 和 的 交点 ， 印 Ms 一 Jex 和 。 特别 要 提 及 直线 
bh, ka) 在 投影 面 上 的 迹 点 的 作法 (图 63)。 用 4 表示 直线 的 水 平 迹 点 。 点 4 的 投影 应 当 在 直 
线 的 相应 投影 上 : 41Cb, 4,C。 另 一 方面 ,点 4 属于 平面 IL,, 因此 省 Ca。 所 以 ， 在 图 上 ( 参 
看 图 62) 点 4 可 出 它 的 正面 投影 如 = 和 xzis 和 水 平 投影 41 米 确定 , 而 4 可 沿 连 系 线 在 直线 的 
水 平 投影 上 找到 。 同 样 , 为 要 作出 直线 的 正面 迹 点 互 , 可 先 确定 它 的 水 平 投影 B= 和 和 Xz:s 然 
后 沿 连 系 线 找到 所 求 的 点 的 正面 投影 (B.= 有 Pix 各)。 

+， 平行 于 投影 面 的 直线 称 为 等 路 线 。 平 行 于 平面 1T, 的 直线 称 为 水 平 线 , 而 平行 于 平面 Ts 
的 吉 线 称 为 止 淮 线 。 

水 平 线 的 正 曾 投 影 加 平行 于 投影 轴 zs 因为 过 下 所 作 的 让 面 其 射 面 平行 于 IT 点 8(B,， 
Bs) 站 水 平 线 的 正面 迹 点 ;同时 , 我 们 看 到 , 在 水 平 投影 上 得 到 水 平 线 访 上 的 线段 4B 的 实 长, 以 
及 水 于 线 有 对 正 立 投 彤 画 林 :的 倾角 9p: 41B,=4B; (加 ,#12) 二 (图 64)。 


图 64 固 65 


间 样 ， 正 洋 线 了 的 水 平 投影 下 行 于 投影 加， 了 1 zia， 点 4 (4 二 ) 是 正 于 线 的 水 平 迹 点 
(图 65)。 

于 行 于 轴 之 的 直线 s 平行 十 两 个 投影 面 , 即 它 既是 水 平 线 (s 1 II), 又 是 正平 线 (s II)。 因 
此 , 直线 s 的 两 个 投影 都 平行 于 投影 轴 : s， HN xias Sa fl Tz 
。 34 。 


前 面 已 经 指出 , 偶数 等 分 面 是 重合 平面 , 即 它 是 正面 投影 与 水平 投影 重合 的 点 的 轨迹 。 因 此， 
.这 个 平面 上 的 每 一 条 直线 ! 在 图 上 表现 为 一 对 重合 的 直线 1 三 1.( 图 66)。 反 之 ， 图 上 每 一 对 重 
合 的 直线 1, 三 4 确定 了 空间 中 位 在 偶数 等 分 面 上 的 一 条 直线 i 。 垂 直 于 轴 x1 的 一 对 重合 直线 
则 是 例外 。 每 一 对 这 样 的 直线 18; 在 空间 对 应 着 无 数 直 线 , 这 些 直 线 位 在 与 轴 ts 重 直 的 平面 


图 55 图 67 


三 上 ,平面 称 为 侧 平面, 侧 平面 上 的 直 织 称 为 侧 平 线 (图 687)。 为 了 使 垩 直 于 铀 zis 而 在 图 上 重合 
的 一 对 直线 能 够 确定 空间 唯一 的 一 条 侧 平 线 , 必须 在 直线 的 投影 上 给 出 一 对 点 的 投影 [图 656 和 67 
上 的 点 4 (4 4) 和 如 (Bi, Bo)] 试 观察 一 对 亚 直 于 辆 zis 但 不 重合 的 直线 入 和 n( 参 在 图 66)。 直 
线 凤 和 妈 不 可 能 是 空 间 一 条 直线 的 水 平 投影 和 正面 投影 ， 因为 通过 它们 所 作 的 投射 面 是 平行 
的 。 最 后 , 观 灾 一 对 真 线 s 和 12, 其 中 只 有 一 条 垂直 于 轴 zi (121x149)。 过 这 此 条 直线 分 别 作 投射 
面 , 这 两 个 投射 而 的 交 线 确定 了 一 条 鼻 直 于 平 而 山 的 直线 t 。 但 水 平 投射 线 :的 水 平 投影 就 是 
它 的 水 平 迹 点 (点 四 二 二， 这 个 点 当然 位 在 直线 s, 上 , 可 是 对 于 直线 s, 上 所 有 其 余 的 点 , 便 无 法 
沿 连 系 线 存 直线 i 上 找到 对 应 的 点 。 因 此 ,发 影 成 图 66 上 直线 s 和 t。 那样 的 直线 ， 在 空间 是 
太 存 在 的 。 

5， 两 直线 在 空间 的 相对 位 置 ”假定 在 空间 有 一 对 相交 的 直线 和 1 。 这 对 直线 的 交点 用 
4 米 表 未。 则 点 4 的 投影 显然 应 当 位 在 已 知 直线 及 和 了 的 同名 投影 上 , 邢 点 41 应 当 是 两 直线 的 
水 平 投影 的 交点 , 而 点 4。 是 商 直 线 的 正面 投影 的 交点 。 因 此 ， 两 相交 直线 的 同名 投影 的 交点 位 
在 一 条 连 系 线 上 (图 68)。 反 之 ,如果 两 条 直线 的 同名 投影 的 交点 位 在 一 条 过 系 线 上 ， 则 两 直线 
相交 。 两 条 交叉 直线 和 [的 同名 投影 的 交点 4, 和 Bs 不 在 一 条 连 系 线 上 (图 69) 。 事 实 上 ， 如 
果 点 4, 和 Bs 位 在 一 条 连 系 线 上 ， 则 直线 和 就 变 成 相交 的 了 。 应 当 注意 ， 直 线 万 和 ?的 水 


符 投 影 的 交点 4(4 一 如 x1) 是 位 在 已 知 交叉 直线 上 的 两 个 点 的 水 平 投影 4 入 (4 44) 忆 友和 
A'{A,, At)CL, 
同样 , 点 B= 二 ks x 2 是 点 BICBY, BC 上 各 BCB!，Bs)C4 的 正面 投影 。 至 于 平行 的 诸 直 


图 71 后 74 


在 复合 图 上 可 以 用 下 述 坟 法 来 确定 傣 条 出 平 线 的 相对 位 畦 如果 三 条 侧 平 线 -4B 和 €D 是 
年 扼 的 , 则 它们 位 在 一 个 平面 上 , 因此， 直线 4D 和 BC 是 相交 的 。 如 果 这 两 条 直线 的 交点 了 ,= 
看 DX BO 和 了 ,二 AsD, x B20 不 在 一 条 连 系 线 上 ， 里 与 它们 对 立 的 宜 线 4D 和 BC 是 交叉 的 ， 
本 而 ， 妃 知 的 情 平 线 48B 和 CD 不 平行 (参看 图 71 和 72)。 


3， 平面 在 复合 图 上 的 图 笋 


4 平面 可 由 不 在 同一 直线 上 的 三 个 点 来 确定 。 我 们 用 点 4 (4,, 42)、 BCB,, By) 和 C0 C01, Co) 
给 出 一 个 平面 (图 73 和 ?4)。 为 直观 起 见 , 用 直线 连接 点 4、 8B 和 ,得 到 用 三 角形 48C (4,8,0， 
4:BzCOa) 给 定 的 平面 。 

应 当 指出 , 给 定 平 面 上 任意 三 个 点 的 投影 , 在 图 上 就 叭 一 地 确定 这 全 平面 上 所 有 其 佘 的 点 的 
教 影 , 对 于 声 1T, 的 每 一 个 点 好 ,可 以 找到 场 了 的 这 样 一 个 蕉 一 的 点 下 使 这 一 对 点 CM， it 在 
字 间 殉 定 位 在 已 知 平面 4BC 上 的 一 个 点 开 ( 参 看 图 74) 。 为 此 ， 必 须 道 过 已 知 其 投影 于, 的 那个 

~ 6。 
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则 73 图 了 7 和 


点 型 , 作 一 条 属于 已 知 平面 的 性 意 直线 , 例如 直线 4N(4 Ni 4Na)D, 然后 沿 连 系 线 在 投影 -N， 
二 找 出 第 二 个 投影 NE:= 五 ,Ms x 4 

2， 投 射 街 “ 试 研究 例如 水 平 投射 面 了 (ZLIT) (网 75)。 于 而 三 的 水 平 投 是 5, 是 直线 ， 这 
条 吉 线 周身 又 是 平 而 瑟 的 水 平 迹 线 (平面 与 水 平 投影 响 和 亚 立 投影 点 的 交 线 , 分 别称 为 该 平面 
的 水 平 还 线 和 正面 迹 线 )， 哲 正面 投影 2 则 是 点 场 。 如 果 在 平面 对 上 有 一 条 任意 直线 =4B 


出 ?8 图 76 


《图 75 和 76), 它 的 水 中 晓 影 也 与 平 曾 的 相应 投影 重合 区 ,三 1。 下 两 投 旷 bs 当然 还 是 启 线 。 蜀 
此 ,在 术 于 投身 而 王 移 求生 按 影 对 上 可 容 着 平面 总 小 所 有 的 点 、 所 有 的 直线 各 所 有 的 图形 的 水 
平 投影 。 水 衬 按 财 面 由 它 本 身 的 一 个 水 灶 投 影 就 可 完 金 确 定 ， 因 为 性 过 平面 讶 ,上 的 自 线 世 ; 只 
能 作 唯 一 的 一 个 重 表 再 平面 B 的 平 而 之 。 根 据 平 前 荆 上 所 … 全 点 4 的 正面 投影 4: 可 以 确定 这 
个 不 的 水 平 投 束 4. 因为 天 家 知道 ,41CCE1; 但 应 该 记 住 , 与 上 述 相 反 ， 点 了 己 守 的 本 平 描 肉 可 
在 空间 确定 的 不 是 一 个 点 至、 而 是 整 条 直线 了 (水 平 投射 线 )。 

这 税 , 在 下 合 加 十, 水平 投射 面 丕 能 建立 点 场 iT 和 IE 之 癌 的 -一 一 对 应 ; 对 主 正 面 技 射 面 ， 
情 总 也 是 如 此 。 oe 

应 当 允 出 , 投影 商 II 和 Is 也 基 投 射 面 。 正 面 Is 是 水 下 投射 面 ( 它 的 水 平 投影 就 尽 钠 212); 


也 看 图 守 上 ,点 W| 由 直线 各 : 和 卫 iG 的 交点 (NW 一 4 到 | 六 忆 C) 习 定 , 热 后 滑 连 案 线 在 直线 B:C: 上 找 出 点 名， 
(Ns =NIN: XK BO:)e | 
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乔 平 面 开 , 则 是 正面 投射 茄 ( 它 的 正面 投影 也 是 轴 xu)。 因 此 , 在 复合 图 上 两 个 投影 面 由 一 条 直线 
( 轴 z1:) 所 确定 。 

3， 投 射 面 在 实践 上 有 很 大 用 处 , 其 中 敬 虐 面 起 着 重要 作用 。 平 行 于 任 … 投 影 面 的 平面 称 为 
稳 上 距 面 ， 因 为 在 它 上 面 的 点 到 该 投影 面 的 距离 都 相等 。 平 行 干 水 平 抽 影 面 的 平面 称 为 水 平等 距 
面 ， 而 平行 寺 正 立 投影 面 的 平面 称 为 正面 等 踢 面 。 正 面 营 距 面 @@ 的 水 平 投影 日, 平行 于 轴 ziw 
因为 @ 4Y Ils( 参 看 图 76)。 同 样 ,水 平等 距 面 的 正面 投影 也 平行 于 轴 zia。 

总 之 , 等 距 而 在 复合 图 上 表现 为 平行 于 负 zi 的 直线 。 蛙 别 是， 投影 面 本 身 可 看 作 是 距离 投 
影 面 为 * 堆 "的 等 距 面 。 

上 面 讨论 过 的 等 虹 线 (水 平 线 和 正平 线 ) 位 在 由 它们 请 定 的 相应 的 等 距 而 上 。 因 而 ， 反 过 来 
说 , 等 距 线 可 以 定义 为 位 在 等 距 面 上 的 直线 。 显 然 ,这 时 位 在 等 距 面 上 的 任意 图 形 的 所 有 尺寸 在 
相应 的 投影 而 上 投射 为 实际 大 小 。 


4, 倒 拉面 4BC 由 三 个 点 的 投影 给 定 { 图 77)。 试 通过 其 中 一 个 点 【例如 4) 作 位 在 该 平 
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se 因此 , 过 点 4 引 直 线 如 Y zia。 水 平 线 有 位 在 平面 45C 
上 ,所 以 交 BC 于 点 也: (二 BaCs x ho), (二 BC1X 卫 了)。 这 样 ,4( 加 ,hs) 就 是 平面 4B8C 上 
过 虑 4 所 作 的 水 站 线 。 同 理 , 可 作出 平面 4BC 上 过 点 4 的 正平 线 (fi, fa) 。 

显然 , 过 平面 上 每 一 个 点 都 可 作 册 位 在 这 个 平面 上 的 一 条 水平 线 和 一 条 正平 线 。 

上 而 我 们 讨论 了 机 三 个 点 (或 者 ， 用 一 个 三 角形 济 板 也 一 样 ) 给 定 平面 的 一 般 情 况 。 如 果 不 
全 曾 出 二 角形 薄板 的 三 条 边 , 而 只 画 出 两 条 边 , 那么 , 这 种 用 两 相交 直线 (在 特殊 情况 下 是 两 下 行 
直线 ) 给 定 平面 的 方法 也 是 常常 采用 的 , 而 且 这 时 也 总 可 以 转化 为 用 三 个 点 来 给 定 《可 在 一 直线 
上 到 两 点 , 而 第 三 点 则 有 取 在 男 一 直线 上 )。 


5。 更 加 特殊 的 是 时 述 线 (平面 与 投影 面 的 交 线 ) 给 定 六 面 。 设 #==@xH, 和 ? = xTII。 
是 平面 中 的 迹 线 ,而 了 = 中 xz 是 平面 中 与 轴 z 的 交点 (图 78)。 同 时 属于 两 个 投影 面 的 点 到 ， 
最 然 应 当 位 在 平面 里 的 两 条 迹 线 上 。 因 此 ,平面 中 的 两 条 迹 线 相交 于 辆 上 上: 和 xE= 冲 有 Cr 要 
用 迹 线 给 定 平面 ,只 要 给 出 水 平 迹 线 的 水 平 投影 和 正面 迹 线 的 正面 投影 就 够 了 , 因为 迹 线 的 另 一 
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个 投影 与 办 zz 重合 { 图 79)。 平 面 中 上 的 点 医 的 投影 可 象 上 述 那样 ( 参 故 图 79 和 ?4) 用 平面 中 
上 过 点 闻 的 任意 直线 4N 作出。 应当 指出 , 在 用 迹 线 给 定 平面 时 , 常 选 该 平面 的 一 条 等 距 线 作为 
辐 助 线 4 六 。 这 时 要 注意 , 水 平 线 的 水 平 投 影 总 平行 于 读 水 平 线 所 在 的 平面 的 水 于 迹 线 (有 #5)， 
因为 头 小 大 (参看 图 78)。 同 样 , 正平 线 的 正面 投影 平行 于 平面 的 正面 迹 线 (产儿 ta 。 过 平面 中 航 
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点 了 L 作 这 个 平面 的 水 平 线 和 正平 线 了 的 方法 如 图 80 所 示 。 


$ 4， 投 影 场 几 和 员 间 由 给 定 平面 所 确定 的 亲 似 对 应 


1 讨论 复合 图 时 已 指出 了 在 投影 场 In 和 1, 之 间 存 在 普 菜 种 对 应 : 空间 性 意 一 点 4 的 两 个 投影 4, 和 4。 
一 定位 在 一 条 和 连 系 线 .F, 也 就 是 说 , 连接 -个 点 的 两 个 投影 的 直线 必 垂 直 于 投影 轴 。 但 这 个 对 应 不 是 一 一 对 应 ， 
设 4 是 第 一 个 场 的 点 , 则 在 点 4, 的 连 系 线 上 存在 有 场 Ti 的 无 限 多 个 点 ， 例 如 点 必 ,4 ,本 千 (图 80) 。 洒 样 ， 
场 JI 的 每 一 个 点 Bs 对 应 于 场 Ti 的 无 限 多 个 点 ， 头 为 声 IT 的 每 个 点 4 在 空间 对 应 于 位 在 水 平 投射 线 了 上 的 
无 限 多 个 点 , 而 场 is 的 每 个 点 B; 在 空间 对 应 了 于 正面 投射 线 关 上 的 无 限 家 个 点 。 


岂 时 图 82 


如 果 拓 空间 所 有 的 点 由 分 出 那些 岗 在 一 个 平面 上 的 点 ， 这 些 点 的 投影 场 之 间 便 建立 起 一 一 对 应 (图 82)。 这 
时 , 迹 接 对 点 点 的 连 系 线 是 平行 的 , 所以 这 个 对 应 是 亲 似 对 应 , 因为 它 居 然 具 备 了 亲 似 对 应 的 所 有 特征 个 。 


中 大 看 第 一 章 $3。 
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和 定 “个 一 般 位 置 平面 ， 我 们 就 在 图 上 建立 超 位 在 该 平面 上 的 点 的 正面 投影 场 和 水 平 投影 场 
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2， 讼 由， 和) (Bu 8 和 (CC 是 在 图 面 上 建立 起 亲 仆 对 应 的 三 对 点 (图 83) 。 这 时 , 亲 似 轴 ( 亲 似 对 点 的 
二 重点 的 轨迹 ?内 对 应 直线 的 党 点 请 定 : 天 一 当时 汉 昌 2 D1 二 BC.XBC。 另外 的 一 对 亲人 志雄 线 也 相 必 于 亲 
似 加 8) 三 长 ,L123。 

麻 似 加: 二 每 一 个 点 浇 s 蝇 是 民 重 点 (了 ! 三 并 ;) 。 另 一 方 型, 前 面 已 经 阐明 , 偶数 等 分 面 人 是 空间 重合 点 
的 罗 迁 - 因此 , 平坦 4BC 与 第 分 向 4 的 交 线 , 刚 平 面 48C 的 或 合 直 线 , 在 图 上 表 更 为 洪 侯 轴 $1,。 这 样 , 在 图 二 
由 平面 4BC 建立 的 亲 侯 对 应 舶 轴 是 半 面 上 重合 直线 的 重合 投影 。 

3， 其 次 ， 应 当 指出 , 空间 每 个 平面 (投射 面 除外 ) 丰 复合 加 上 建立 起 与 流 平 面 相 点 的 、 玉 以 二 重点 的 执 迹 作 
为 末 伺 簿 的 亲 伺 对 应 。 间 时 1 与 等 分 面 相 交 于 同 直线 的 各 平面 , 在 图 上 将 建立 息 具 有 公共 亲 和 亿 和 补 的 不 风 的 
灯 似 对 应 。 转 吊 是 , 通过 缚 允 提 各 平 商都 以 轴 作为 它们 的 重合 直线 .反之 , 如 黑 岂 其 个 平 叫 哇 立 的 水 似 对 应 的 
辆 sa 与 轴 公 。 重合, 则 这 个 平 奇 湘 过 钊 z。 咎 当 指 朋 , 由 麻 数 竺 分 玉 (位 在 第 工 和 第 IlI 象 典 ) 造 立 的 入 亿 对 应 
是 对 乐 的 ， 介 数 淹 分 面相 身 和 在岗 上 建立 全 系 对 应 。 


§ 5， 投 影 面 的 平行 移动 


1 这 fd do 是 是 点 4 在 具有 轴 + 的 正 交 投影 池 : 染 科 民生 人 ) 中 的 对 投影 (图 34 和 85)。 将 水 平 拆 影 加 扩 
行 二 虑 本身 头 位 置 和 玫 到 位 办 开 ,， 这 时 点 4 的 浴 讼 增加 d= 41:44s== 光 点 4 的 深 座 刚 不 变 : i 
二， 在 基于 秋 二 :平行 子 其 本 梨 移 动 了 - 眉 环 离 a. 

反之 , 如水 保 排 平面 了 的 关中 不 灾 . 笠 行 移动 下 而 于 一 段 距 离 4 出 点 4 的 识 许 履 灾 逆 - 虐 离 & 

2， 上 其 次 ,下行 秘 动 内 个 投影 别 ， 并 且 使 条 zx 沿 若 猎 数 于 分 面 六 移动。 这 伴 ， 当 求 平 投 形 咖 疝 下 移动 一 段 a 
桂 , 正 站 投影 而 则 向 前 移动 同一 段 a (图 86) ， 这 于 ， 点 4 移 高 度 显 然 增 加 广 5{4d i343, 一 入 14, 中 、 价 点 4 的 访 
广 则 三 少 了 同 … 护 #542 一 41:4, 一 中)。 结 果 轴 zi 在 乔 上 占有 新 位 置 3 中 zs， 而 点 4 歇 投 影 4， 和 生 之 问 
出 中 离 没 有 上 收 变 [ 澳 87)。 

因此 .如 玉 投 影 血 平行 移动 时 轴 工 设 普 千 分 面 A 移动 ， 在 复合 划 上 的 形体 的 点 的 水 平 投影 和 正 远 投 影 之 癌 
掏 虐 离 不 会 改变 。 投 影 轴 ms 在 图 上 平行 二 基本 身 称 动 丰 意 - 距 咨 只 不 过 意味 首 两 个 投影 涟 在 空 间 禾 行 移动 ， 
这 和 投影 轴 上 沿 着 党 分 面 人 移动。 

3。 和 如果 将 守 曙 了 瑟 和 并 ;者 平行 地 移动 下 意 了 中 离 ， 册 点 症 的 高 度 和 深 三 将 改变 不 苛 的 天 不 ， 因 而 沁 们 的 和 
成 为 窒 盟 , 也 就 是 说 , 这 时 点 入 的 水 平 投影 和 引 识 找 影 之 问 的 距离 发 生变 化 。 不 过 , 投影 启 平 行 移 动 时 ， 形 体 的 


全 ”其 中 插 射 酒 必 阿 外 ,网 为 它 f 的 斤 影 场 之 知 书 存放 -一 对 应 (有 一 个 殊 退 化 为 直线 上 的 点 )。 
疡 ” 缆 至 第 -总 。 
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图 86 辕 87 

投影 本 各 是 不 变 的 , 因此 在 复合 图 上 了. 没有 必 旧 相册 址 zi: 的 位 置 ， 也 次 居 没 有 必要 率 前 指定 投影 而 入, 和 JTJ" 在 
空间 药 位 置 , 工程 上 用 的 图 就 足 这 样 。 

4 举例 分 析 赦 本 度量 癌 题 的 解法 一 一 在 正和 铀 旬 全 图 .确定 直线 展 的 长 诬 。 设 线段 4B 由 
鹏 个 投影 41B, 和 4426; 给 出 (图 88)。 十 是 ,线段 48 的 长 度 可 作为 直角 三 角形 48*B( 图 89) 的 
斜 过 而 不 难 作出 , 该 三 角形 的 - : 胡 削 边 等 于 线段 45 的 水 平 投影 (4B*--41B;), 而 加 - 友 角 边 竺 
于 线段 4B 两 恋 点 陛 商 谋 关 (瑟瑟 = 日 理 一 44-= 王 有。 上 因此， 以 水 平 投影 41B1 为 一 直角 边 作 
直角 三 角形 41B,B8( 参 看 图 88)， 它 的 第 一 下 前 边 可 在 正面 投影 上 发 出 , 即 等 于 点 大 对 过 点 二 所 作 
水 平等 距 面 的 超越 庶 : B,8 一 B2Bs。 这 个 三 衣 展 的 射 边 418 电 然 就 等 于 已 知 线段 4B 的 长 座 : 
A418 一 48。 二 时， 所 得 到 的 人 B18= q 如 然 兢 定 了 直线 4 了 3 对 平面 于 的 倾角 的 实际 大 小 : 
=AB*AB, 
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8$6， 三 个 正 投影 组 成 的 复合 图 

1、 下 角 三 面 形 ”两 面 图 是 度量 傅 定 图 , 也 就 是 说 ， 它 完全 确定 所 画 形 体 的 形状 和 大 小 以 及 
它 在 空间 的 停 置 。 可 是 , 由 于 空间 形体 是 三 维 的 , 如 果 除 了 两 个 基本 投影 之 外 ， 再 给 出 它 在 第 三 
个 平面 上 的 投影 , 则 它 的 图 象 就 会 更 明确 。 通 常用 侧 立 投影 面 IIs 作为 这 种 投影 看 (图 90)。Ila 
十 5 因此 , Ts 和 Is 上 IIz。 三 个 投影 夯 (TTi IT: 11) 在 空间 构成 直角 三 面 形 ， 即 构成 三 个 
互相 秆 直 的 平面 体系 。 这 个 三 面 形 的 棱 边 用 x、#、z 来 表示 。 

2、 三 面 国 设 4 是 空间 的 蘑 一 个 点 。 为 了 确定 点 4 对 平面 体系 (IE、 TIs, ITT) 的 位 置 , 过 点 
4 向 投影 面 作 钙 线 : 44: .| 平面 JU 人 = 上 2 3)。 这 些 垂 线 的 研 足 《点 di, 4z、 4s) 就 分 别 是 点 上 4 
射 面 4414;, 4414s 和 44:4s 分 别 荚 直 于 铀 +、 和 3。 用 41;、4is 和 das 表示 这 些 平面 与 投影 
轴 的 交点 , 我 们 看 出 , 直线 4,A1。 和 44。 垂直 于 轴 x, 另外 两 对 直线 4141s, 41s4s 和 AAza, Aos A 
也 一 定 同 样 分 别 重 直 士 轴 yz 和 > 。 点 4 到 水 平 投影 面 和 的 距离 我 们 前 面 已 称 为 点 所 的 高 庆 ， 
点 4 到 正 立 投影 面 II* 的 距离 已 称 为 点 4 的 深度 ; 点 4 到 侧 立 投影 而 Tl 的 距离 现在 称 为 太 44 的 
宽度 。 才 是 : 44 一 disds 一 4a4s 一 一 点 4 的 高 度 ; 44= 二 41s41 二 4ss4s 一 一 点 4 的 深度 ; 4s4 
三 42 二 4 和 一 一 点 划 的 宽 诬 ， 

2 


图 39 疼 91 


在 作 平 面 的 图 时 , 认为 平面 Tl 是 不 动 的 ， 其 余 的 平面 I 和 Ts 划分 别 线 胃 x 和 z 按 央 90 
稍 头 所 指 的 方向 转 到 与 IJ: 重 又 。 平 面 JI, 与 正 立 投影 面 TI, 重 双 后， 维和 眉 4141 Lars 和 线段 
44144;1 .21 就 在 一 条 直线 上 (图 91)。 同 样 ,平面 [I 与 平面 TI 重 愁 后 ， 线 段 4。42 | za 和 线段 
doaAs | sra 位 在 连 系 线 4,43 | zzs 上 。 

投影 面 重 又 的 结 打 , 得 到 点 4 的 三 个 正 投影 的 复合 图 。 这 时 , 壳 系 线 必 须 垂 直 丁 轴 ， 4,4。 上 
Ts Asds | sos 而 线段 4z4 和 4as4s 相等 , 因为 4s4= 4ss4s 一 4:4 是 点 4 的 深度 (参看 独 90)。 

试 研究 怎么 样 的 连 系 线 才 能 连接 点 4 的 水 平 投影 和 侧面 投影 。 为 此 , 注意 正方 形 4:sODias 4s: 
局 (参看 图 91) 。 关 个 正方 形 的 对 角 线 是 角 (z: za) 的 等 分 线 。 因 此 , 连接 投影 4, 和 4s 的 连 系 线 
是 自 两 段 线 ( 水 平 的 和 铬 直 的 ?组 成 的 折线 ， 折线 的 质点 在 角 (zfs zos) 的 等 分 线 sa 上 。 今 后 将 
称 这 条 折线 为 水 下 -名 直 迷 系 线 。 这 条 折线 的 一 部 分 有 时 攻 阁 疡 代替 。 这 样 , 三 面 图 .上 的 连 系 线 
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可 由 下 列 的 连 系 线 组 成 (图 92): 4,4, 一 一 铝 直 连 系 线 ; 4 一 一 水 平 连 系 线 ; 4uds 一 一 水 平 - 
锁 直 连 系 线 ; 同时 , 角 锋 分 线 as 是 连 系 折线 的 顶点 的 轨迹 。 应 该 说 明 , 给 叶 任 意 一 点 的 三 个 投 


图 对 人 贡 93 4 


3， 封 限 ”上面 引 入 的 三 投影 而 体系 (IL, II, I) 把 整个 空间 划分 为 八 个 部 分 , 每 -部 分 称 
为 封 限 。 给 卦 限 编号 如 下 (图 93?: 在 俩 立 投影 面 左边 的 卦 限 保 留 象限 的 号 码 ， 而 在 平面 IT 右 
边 的 , 则 按 下 列 编号 :5、6,7 和 8。 当 投影 面 重大 时 , 水 平 投影 面 的 前 面部 分 转 到 下 面 , 而 后 面部 
分 则 转向 上 方 , 侧 立 投影 面 的 前 面部 分 向 右边 转 离 我 们 , 而 后 面部 分 出 从 左边 转向 我 们 。 记 得 我 
们 曾 把 空间 所 有 点 的 水 平 投影 的 集合 称 为 水 平 投影 场 休 ,( 形 体 的 相应 投影 称 为 俯视 图 ), 而 空间 
和 间 所 有 点 的 侧面 接 影 的 集合 现在 称 为 侧面 投影 场 I 形体 的 相应 投影 称 为 在 视图 )。 当 投影 面 
重生 时 , 三 个 投影 场 都 位 在 正 立 投 影 面 开 ， 上 。 但 是 , 投影 场 的 重合 并 不 意味 着 空间 每 一 个 点 的 
三 个 投影 全 部 重合 。 只 有 了 鸣 一 的 一 条 直线 . 它 的 点 的 投影 会 全 部 重合 (参看 本 竟 $ 7)。 

4， 现 在 上 讲述 投影 场 按 揪 限 配 置 的 问题 。 毗 然 ， 对 于 第 工 封 限 ， 投 影 场 的 配置 如 图 94, a 
所 示 。 


* FF3 = 


由 于 第 工 卦 黑 的 各 投影 场 与 第 VII 封 限 的 各 投影 场 分 唱 站 于 对 预 角 的 位 置 ， 在 阁 上 上 用 相应 
的 对 项 角 亿 器 的 场 代 起 第 工 直 限 的 每 一 个 投影 场 , 就 可 得 到 第 VII 封 限 的 各 个 场 的 位 置 ， 


A 


Ce 


法 , 这 种 方 泣 臣 次 图 84.6 所 示 的 投影 配 图 导 办 站 的 投影 加 作 镜面 陕 射 得 到 的 。 

5S， 空间 偶 角 坐标 某 ” 试 研究 由 投影 听 体 系 { 卫 ), IIs, TIT: 构成 的 荆 面 形 。 在 铀 zy.z 上 定 出 度量 单位 6, 六 
取 三 个 投 影 面 的 安 束 (三 商 形 的 项 点 )9 为 恋 歼 移 起 点 。 如 图 95 所 示 , 隐 定 釜 条 锁 的 直方 向 、 这 时 ,三面 形 Oryz 
横 加 ,COy 


休 香 作 是 馆 卡 儿 直 和 角 华 慰 系 ; 它 吕 有 坐标 精 : Oz 
Ti 90x 一 IT。 


维 本 ,Oz 


车 纠 ;和 于 村 而 : X09 夺 T]), x0z 车 


确 巡 点 本 对 华 款 系 Dzgz 的 位 兽 的 剖 线 4d 和 称 六 人 漠 标 白描 ， 这 条 斩 维 的 息 一 段 称 为 上 型 探 线 段 ，041 
一 一 点 4 的 横 坐 元 线段 ,44 恕 几 的 纵 谋 标 线段 , 44 一 一 点 4 的 竖 淮 标 线 段 ， 


用 上面 定 出 的 革 位 长 度 。 来 度 攻 点 4 的 坐标 线段 , 并 长 许 称 为 点 4 的 供 烷 : 4 一人 一 点 站 的 横 毕 标 . 


#44 一人 各 一 -点 4 的 纵 江 标 , 24 一 全 4 一 点 4 的 坚 公 标 ， 

诺 当 指 里 ,点 4 的 在 标 可 以 者 作 是 点 4 到 娄 标 曙 的 由 高， 于 基点 的 香 标 将 具有 如 下 的 总 义 : #4 一 点 4 

的 高 度 ，Y 一 点 4 的 深度 ，#4 一 一 点 4 的 宽度 ， 挡 点 4 下 投射 双 举 标 币 上 ， 志 可 得 到 于 标 绪 女 04,4.04。 

.A414l 和 O42s=: A1A, 

根据 已 知 坐标 24.84, 24 作 点 zw ya 5 时 步 信 如 下 ; 利用 单位 长 变 。 作出 线段 044s， 再 作 于 行 于 5 近 
的 线 用 As4, 最 后 划 作 平行 于 稍 的 线段 414。 洁 洲 、 我 们 就 得 到 上 4fzw gu sa 

点 入 不 是 只 可 以 在 第 工党 限 内 。 为 了 确定 任何 革 限 内 指点 的 位 置 ,人们 规定 时 标的 符号 。 光标 锁 及 取 的 正 
方向 对 应 于 牧 了 卦 限 ( 图 96)。 


§ 7 三面 复合 图 上 投影 辐 的 选择 

1， 在 工程 上 所 成 用 的 图 中 , 投影 铀 和 通常 不 表示 志 杰 。 这 就 是 说 , 投影 而 可 平行 二 本 身 移 萤 。 
但 是 . 芳 使 图 上 没有 投影 负 , 也 总 能 够 根据 一 个 点 的 并 个 忆 知 投影 定 出 它 的 第 三 个 投影 ， 只 贤 存 
壮 . 此 已 弥 有 了 男 一 个 成 的 三 个 投 览 。 这 可 借 晤 图 上 的 周 定 直线 类 解决 ， 这 条 直线 就 是 连 系 折 
绪 的 炎 胡 等 分 线 ( 网 97)。 例 和 如， 已 知 点 4 的 三 个 搁 影 的 位 置 。 图 上 的 固定 直线 2s 就 可 作为 角 
44u4s 的 等 分 线 而 定 岂 。 结 果 所 有 的 连 系 线 都 完全 可 以 兢 定 ， 而 且 根据 一 个 点 的 每 两 个 投 彩 捉 
化 作出 它 的 第 三 个 投影 。 图 97 上 的 点 二 就 是 这 样 作 中 的 。 
。 了 44 。 


图 57 多 98 


总 之 ， 在 图 上 给 出 了 -个 点 的 三 个 投影 ,就 吐 - 地 确定 了 各 邹 氨 系 线 。 

应 当 指出 , 如 果 需 要 的 话 , 也 可 以 秦 定 投影 希 的 位 置 。 这 时 可 以 企 意 选 定 一 条 投影 钉 ， 俩 如 
水 平 加 zi 只 要 尧 虎 到 使 它 垂直 于 过 系 线 4142( 图 98); 第 二 条 投影 辐 也 就 由 此 而 确定 , 为 此 , 必 
项 在 连 系 线 424; 上 自 点 4s 起 截取 等 于 点 4 的 深度 的 线段 484:a (4asd 一 A41241), 再 过 点 4ss 作 加 
Za -44s 。 这 上 时, 因为 中 高 4124) 与 4 4 相等 , 所 以 第 形 413011s43140 是 正方 形 ， 它 的 对 角 线 
Dis4o 就 是 由 生 和 4 的 连 系 折线 的 光 角 ddd: 的 等 分 线 。 这 样 , 不 管 轴 yis 是 怎样 作出 的 ， 点 
Os 一 X23 总 应 当 位 存 同 定 直 线 Kas » 因 旋 , 仔 意 作出 负 30.44s 后 , 作 第 二 条 投影 轴 就 
很 往 单 ,因为 它 是 过 点 人 9 三 2 x 各 os 并 重 直 于 轴 ?141 的 直线 223。 

然后 , 将 所 作出 的 轴 ziz 各 zzs 平行 地 移动 到 新 的 位 置 zs 和 33, 使 丛 标 原点 Gilas 仍然 在 固定 
直线 天 s。 上 ( 参 焉 图 988)。 这 时 , 点 4 的 诸 度 减少 了 线段 a = 4 = ds4i 一 @): 而 点 4 的 
高 度 划 增加 同一 量 a( A134, 一 44s 上 ae)。 结 果 , 点 4 在 投影 面体 系 (IT Il。 Ri) 中 的 水 平 投影 
正面 投影 之 间 的 距离 等 于 点 4 在 新 投影 而 体系 (EE, 于 中 :) 中 相应 的 投影 之 间 的 距离 。 同 样 , 点 
妈 的 正面 投影 用 侧面 投影 之 闻 的 忠 离 也 没有 改变 。 

网 此 ， 在 复合 图 上 可 以 使 上 标 原 点 Oi 沿 首 因 宏 直线 ss 移动 光 阔 征 移 动 撤 影 纳 志和 


22。 


2， 重 合 平面 A 是 在 两 投影 面体 系 (TT. DT:y 中 的 空间 重合 点 的 就 迹 。 对 于 第 三 个 投影 这 HLs 来 闹 ， 平 隔 入 
好 然 是 投射 页 ( 平 而 本 芋 直 于 平面 Ts, 内 为 它 通过 时 下 于 平面 Js 的 直线 xz) (图 的 )。 因 此 ， 所 讨论 的 平面 症 侧 
商 投 射 负 A(As, 上 1 它 在 平面 厅 [的 投影 就 是 直线 4 一 AXTs。， 央 为 平面 A 区 分 平面 IJ 和 [ 癌 的 两 面 和 角 并 
位 任 第 II 各 第 IN 象限 内 ,所 以 位 在 平 辣 了 上 的 直线 As 就 是 轴 主 的 正方 向 和 毁 的 负 方 商 所 来 的 从 妨 区 的 等 
分 经 

投影 而 Il 与 褚 六 了 ]; 重 表 夺 , 在 图 上 直线 As 就 与 固定 在线 bxs 重合 C44 尘 kos)。 因 此 ， 辐 定 站 绕 二; 是 平 
论 上 的 如 电报 昧 A。 


QQ 大 下 第 一 间 1 之 fi 


» 45 。 


同样, 等 分 投影 面 IT, 和 Ts 阅 的 两 面 角 并 县 通过 第 Y 和 第 FI 者 恨 的 平面 P， 在 体系 (HI II) 中 显然 是 重合 
平面 (参看 图 99}。 鞭 次， 应 该 注意 ， 因 为 平面 P 通过 各 直 于 水 平 投影 面 的 直线 zs， 质 以 平面 了 下 吉 于 平面 IT 
(PLIE), 即 所 甘 沦 的 平面 P 是 水 平 投射 页 忆 (PD)。 平 三 了 的 水 平 投影 了 是 辅 # 的 正方 向 与 轴 z 的 负 方 向 所 夹 
的 坐标 角 的 刍 分 线 ， 它 在 三 面 复 全 图 上 表现 为 周 定 直线 tas (Ps), 

3. 应 当 指 出 , 与 刚才 研究 过 的 情况 不 同 ， 并 不 存在 这 样 的 平面 ， 它 的 钨 一 个 点 在 投影 场 Ti 和 I 上 会 有 建 
合 的 投影 。 但 这 不 是 说 , 在 投影 而 IT 和 II， 体系 中 没有 一 合 点 。 这 种 重合 点 是 存在 的 。 为 此 ， 我 们 来 看 一 着 建 
侣 平面 村 和 眉 的 次 线 六 (= AXP) (参看 图 99)。 半 线 忆 是 平面 A 上 的 直 统 , 它 在 投影 而 体系 (IT TT,) 中 是 年 
人 直线 ， 另 一 方面 , 衣 线 天 是 平面 已 上 的 直线 ， 它 在 投影 面体 系 (IT, IT) 中 也 是 重合 直线 。 因 此 ,在 图 上 直线 二 
前 三 个 投影 1K 和 Ky 都 重合 。 这 条 直线 的 重合 投影 kb, = = 在 我 们 的 三 面 图 上 趟 更 为 同 定 直线 0。 


$8， 基 本 的 定位 问题 


一 


我 们 来 研究 两 个 基本 的 定位 问题 : 1) 确定 直线 与 平面 的 交点 和 2) 确 定 两 平面 的 交 线 。 我 们 
将 在 随便 一 对 投影 场 中 解 这 些 问题 。 为 此 ， 经 常 选择 (II,， IT) 这 一 对 场 米 解 题 。 非 必要 时 将 不 
指明 投影 轴 。 


oD 夏 线 称 为 平面 体系 (Hu if, Th) 中 的 空间 “- 硬 线 "。 
. 46 + 


2， 为 了 解 所 提出 的 问题 , 必须 先 研 究 两 个 辅助 问题 ， 即 确定 -- 般 位 置 让 线 或 一 般 位 置 平面 
与 投射 面 的 公共 元 素 的 问题 。 

问题 1 试 确定 直线 与 投射 面 的 交点 。 

假定 ， 已 知 水 平 投 射 面 卫 (号) 和 一 般 位 置 直 线 (a az)( 图 100)。 用 字母 对 表示 所 求 的 平 
面 3 与 直线 4 的 交点 。 那 么 ,点 有 的 水 平 投 影 天 ; 显然 应 当 既 位 在 平面 全 的 水 平 投 影 >, 上 , 又 位 
在 直线 5 的 水 平 投影 m 上 。 因 此 , 点 下 的 水 平 投影 可 作为 平面 习 的 水 平 投影 忆 与 直线 a 的 水 平 


双 
1 2 
所 
a 
图 100 图 101 


投影 41 的 交点 而 求 出 (图 101)。 点 如 的 下 而 投影 必 ; 则 沿 连 系 线 在 直线 4 的 正面 投影 上 找到 。 
钨 定 直 线 在 等 距 面 , 特别 是 投影 咖 上 的 迹 点 吕 , 是 刚才 所 研究 的 问题 的 一 种 特殊 情况 。 
问题 2 这 全 定 一 般 位 置 垃 面 与 投射 面 的 交 线 。 
假定 , 一 盘 位 置 平面 用 其 一 般 的 形式 给 定 , 旭 才 三 个 点 给 定 。 为 了 解 题 清楚 出 方便 ， 采 用 三 


村 102 


辕 条 有 和 节 二 栾 82 之 3。 
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角形 48C(4A1B1C,，4sBsO,) 的 形式 米 表 示 这 个 平面 。 取 水 平 投射 面 C3) 作为 已 知 的 投射 首 
(图 102)。 为 了 求 出 平 曾 4BC 与 卫 的 交 线 ,必须 求 出 这 两 个 已 知 球 醒 上 的 两 个 公 鞭 点。 例如 ， 
找 出 平面 了 与 三 角形 4BC 的 任意 两 条 边 的 交点 。 分 别 用 字母 政和 叉 米 表示 平面 (1) 与 直线 
4C 和 BC 的 交点 :( 虹 = 之 x40, 对 = x BC)。 应 用 问题 1 所 述 的 作 疼 法 , 找 出 点 形 ( 洒 1, 六 2) 积 
Ne Ne) {图 103)。 用 直线 将 这 两 个 点 的 同名 投影 连接 起 来 , 即 得 到 所 求 的 两 已 知 平面 的 交 
线材 NCMIN,, MaNs) 的 投影 。 应 该 注意 ， 所 得 直线 MN=d 的 水 平 投影 与 平面 (21) 的 水 平 
影 重合 , 而 直线 的 正面 投影 4 出 由 点 娃 和 叉 的 正面 投影 桶 定 。 
3。， 岁 本 研究 过 的 两 个 问题 , 使 有 避 能 解决 两 个 基本 的 定位 问题 。 


图 103 


问题 1 作 直 线 与 下 南 的 交点 。 : 

没有 有 一般 位 置 平面 480C 和 直线 i( 图 104?。 直 线 上 与 平面 48C 的 交点 的 求法 , 完全 可 用 上 
述 癌 题 的 解法 作为 基础 , 即 包 含 已 知 直线 1 作 投 射 曾 卫 , 求 出 于 而 4BC 与 投射 面 的 交 线 忆 并 确 
冠 记得 直线 下 与 已 知 直 线 的 交点 工 。 点 工 即 为 所 求 ， 因 为 它 晓 恬 于 直线 世 又 作为 位 在 平面 
4BC 上 上 直线 芭 的 点 而 属于 已 知 平面 4BC: 工 = x 4BC。 鸯 此， 在 复合 图 上 可 作 图 如 下 。 包含 
已 知 盐 线 工作 投射 面 , 例如 作 水 下 投射 面 呈 (ED 。 于 是 . 直线 过 的 水 平 投影 与 平面 之 的 水 平 投 影 
重合 { 娃 ,)。 用 前 题 所 述 的 方法 乒 出 平面 与 平面 4BC 的 诡 线 4(4,, 4,)。 位 看 同 -* 平 而 ZZ 上 
沟 直 线 1 1 4 相交 于 点 ZL:; (Ls= zx do), 面 五 则 沿 连 系 线 在 直线 i 上 找到 DD。 因 此 ， 作出 的 点 
工 即 为 所 求 四 。 


证 邵 果 点 也 此 无 让 远 点 (zs ia), 则 意味 车 直线 三 平行 于 平面 4BC。 
名 直线 二 的 不 下 见 甫 分 在 图 104 .上 州 虚线 过 水 ' 矢 者 第 二 前 9 可 久 性 的 流 训 :Y。 
ae Ay » : 


用 相交 商 直 线 给 出 事 而 。 迹 直线 a(as oa) 和 5(50 5 确定 平面 @(B,. Bi) ,而 直线 cfc ,co) 和 
dd da) 靖 定 平 而 呈 { 中 ,, 中,) (图 105)。 为 了 求 出 平面 昌 片 中 的 交 线 到 作 丙 个 水 王 投 射 面 阅 
和 (51)@。 平 闸 衬 与 衬 面 日 各 中 交 于 直线 6,143) 有 mCm, ms)。 直 线 工 和 内 的 交点 用 
NN NW2) 表 未 。 点 玉 加 时 臧 于 @, 中 和 三 个 平 曾 。 关 此 ,点 末 位 在 已 知 蛙 面 全 和 中 的 交 线 上 。 
然后 作 平 面 > 与 已 知 让 面 @ 和 中 淘 交 线 荆 布 w ( = x@，W 二 中 )。 找 出 点 N'= 世 x 
fH。 点 和 ANNW2) 与 点 太一 样 好 位 在 平面 8 和 中 的 交 线 上 。 因 此 , 育 线 + 二 NN' 即 为 所 求 的 两 
已 知 平 而 的 交 线 : @ x 中 一 nn。 


图 105 


4， 这 样 一 来 , 两 平面 交 线 的 作法 可 归结 为 辅助 反射 钠 的 选用 问题 。 每 一 个 投射 血 都 给 出 所 
求 交 级 的 个 点 。 这 种 方法 也 用 来 作 两 个 表面 的 认 线 ， 特 中 是 作 唉 个 多 面体 的 交 线 。 这 竺 ， 为 
求 出 交 线 上 是 够 数量 的 点 ， 就 鉴 作出 必需 数量 的 辅 基 投射 面 。 


$ 9， 可 见 性 的 条 件 
I， 为 了 项 强 图 的 直观 性 . 我 们 要 对 可 哆 性 作 某 种 约定 。 我 们 的 视觉 器 官 是 塘 照 中 心 投射 原 
理 构 成 移 多 , 但 存 研 究 用 证 行 投射 法 作出 的 图 时 , 要 认为 视线 的 方向 与 投射 线 的 方向 重合 。 
设 点 划 和 8 位 在 … 条 视线 上 (图 106}。 州 征 头 表示 "看 ”图 的 方志 ， 吕 向 平面 IT 投射 的 方 
同 。 点 和 如 在 水 于 投影 中 的 本 见 性 问题 根据 较 高 的 点 可见 来 解 决 。 在 已 知情 况 下 , 直面 投影 由 
明 点 4 的 位 置 高 于 点 8B 因此. 在 水 平 投影 中 , 点 4 是 可 见 的 , 而 点 如 谈 它 遮 住 。 
B 天 105 上 #3' 但 这儿 是 为 了 方便 而 不 是 提 此 不 可 。 
地 参看 " 堵 论 " 1 之 上 
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人 在 另 -- 平 而 小 的 投影 ,采用 相似 的 可 网 性 准则 。 同 时 必须 记 住 , 视线 可 见 性 的 方向 应 该 始终 
与 投射 的 方向 重合 。 

2， 例 试 指出 与 下 而 48C 相交 于 虑 工 的 真 
线 世 的 不 可 见 部 分 (图 107)。 

得 线 ! 与 平面 48C 的 交点 L(L= Lx 4B0) 
的 作法 性 去 示 在 图 104 上 。 为 了 确定 直线 ? 在 水 
平 投影 中 的 可 见 性 , 可 研究 点 所 5 和 点 MM 己 4C， 
这 两 个 点 的 水 平 投影 重合 (KI=BUx A KI 
三 溃 ,)， 央 市 你 在 同一 条 水 平 投射 线 KMMLIT 
十 人。 如 上 所 述 , 先 假设 视线 方向 与 对 平面 IE 的 
投射 方向 重合 , 则 从 正面 投影 看 到 ,对 六 出 1 米 
涪 , 点 于 高 于 点 有。 这 就 是 说 ， 在 水 平 投影 中 , 点 


六 
es 
六 = 码 
图 108 图 157 


性 是 可 见 的 , 而 点 下 被 罕 迹 住 。 固 此, 在 IT 的 投影 中 ,对 直线 1! 米 说 , 点 所 在 的 那 一 段 丰 工 不 可 
见 。 存 正 亚 投影 中 , 直线 二 的 可 见 性 可 用 点 PC 和 点 鼠 己 4B 定 出, 这 两 个 点 在 平面 开 。 上 的 投 
影 是 重合 的 。 点 卫 的 妆 度 小 于 点 8。 因此 ,在 可 ;的 投影 中 , 点 卫 不 可 见 , 同样 ,对 直线 ?来 说 ,点 
忆 所 在 的 那 一 段 在 正 曾 投 影 中 不 可 见 。 


| 复习 

- 非 任 意 空间 形体 的 算 人 台 转 的 六 法 基 怎 样 的 ? 

， 试 列 尝 直线 和 孕 面 在 空间 可 能 有 的 转 殊 位 置 , 并 说 盟 它 们 在 复合 图 上 的 图 象 移 竺 点 。 

， 何 亩 复合 图 上 的 国定 直线 ? 根据 点 的 沿 个 投影 作 它 的 第 三 个 投影 的 作 图 规律 是 怎样 的 ?7 
， 和 后 谓 定 位 问题 ? 怎 翌 解 防 个 基本 的 定 售 半 帅 ? 

.在 复合 图 上 怎样 确定 点 和 直线 的 可 见 性 rt 


he ~ 


中 这 种 点 有 时 称 为 "竞争 点 "。 


练 习 题 
i。 试 根据 点 B,C 和 刀 的 两 个 投影 作 它 们 的 第 三 个 投影 ( 园 108)。 
外 


2， 直 线 4 和 4b 是否 相交 (图 109)? 
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试 速 过 击 直 线 天 和 ; 确定 的 平面 上 的 点 于, 作 这 个 平面 上 的 等 距 线 (图 110) 。 
4， 求 直 拷 壤 与 平面 (a 18) 的 交 虑 (图 111)。 


” 


i “你 
从 
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5. 求 作 两 个 三 角形 48C 和 DB 的 交 线 (图 112)， 


a 51. 


第 三 章 多 面体 


we $ 1， 和 多 面体 的 几 种 形式 和 它们 在 复合 图 上 的 图 象 

1， 由 平 奔 多 角形 山 尸 的 六 体 称 为 多 而 体 ， 多 雷 体 的 元 素 是 硕 点 . 校 过 和 楼 侧 。 多 面体 所 有 
的 楼 汕 的 总 和 称 为 多 面体 的 网 络 。 如 果 曲 个 多 生体 都 位 在 任意 一 棱 商 记 在 的 平 而 的 同一 也 ， 则 
这 个 多 面体 称 为 同 多 曾 体 ， 这 村 它 的 被 面 都 是 出 
多 角形 。 

作 多 面体 的 投影 可 归 站 为 作 它 的 出 络 的 投影 。 

2. 在 各 种 多 曾 休 中 ， 访 有 实际 意义 的 是 局 
枉 、 校 锥 、 傍 面 三 角 台 和 亚丁 多 面体 (柏拉图 
体 ) 中 。 

3， 校 柱 ”在 图 113 上 给 出 一 多 面体 4BCD 
8FG8 的 投影 。 如 图 所 示 ; | 

AB fH BF, NOG I DI, 


和 AsB, Hf BaF ff O03 Df 
因此 , 多 面体 的 俩 横 邮 4、BEGCG 忆 LD 开 生机 六 
行 。 大 家 知道 ， 这 种 性 质 是 楼 柱 岂 其 有 的 。 往 多 性 113 


角形 .480D 和 BFGH 各 对 应 边 ( 例 如 4B 和 8F, BC 和 FG 等 ) 的 平行 关系 扒 乔 、 这 耳 个 底面 星 
平行 的 。 因 此 , 这 个 棱 术 不 是 截 赎 杆 . 并 县 它 的 止 底面 涪 明 这 个 楼 村 是 个 四 楼 棕 之 。 

看 财 一 个 图 上 表明 了 作 点 形 的 正面 技 影 型: 的 方法 , 在 缕 面 488 工 已 给 出 了 点 节 的 水 平 投 
影 浊 !。 焉 面 朱 影 利用 在 楼 而 ABFE 汪 通 过 点 下 的 辅助 站 线 KL 找 出。 型 。 的 作 疼 过 程 如 箭头 
斯 示 。 

在 图 114 上 给 出 正三 楼 柱 48CDEF 的 直观 图 和 复合 图 , 这 全 棱柱 以 最 简单 的 形式 放 在 投影 
面 上 。 

在 这 个 例 了 里 , 楼 柱 的 侧 校 面 是 水 于 投射 面 ,A 和 > 的 一 部 分 , 所 以 ， 棱 柱 各 钢 技 而 的 水 平 
投影 退化 为 直线 段 。 楼 柱 的 上 底 和 下 底 基 水 六 面 鲁 和 合 的 一 部 分 , 所 以 , 它们 的 正面 投影 同样 退 
化 为 站 线 眉 。 如 果 在 楼 往 的 某 楼 面 ( 设 为 4BDE) 上 下- 任意 点 训 而 给 出 了 它 的 一 个 投影 ， 例 
如 止 看 投影 M3, 则 该 点 的 水 平 投影 让 往 足 条 件 魂 ; 记 A181。 岂 此 对 ;二 六 于 ,x 41B.。 


工交 于 下 多 面体 投影 的 作法 , 参看 人 革 飞 . 法 让 人 < 机 法 凡 问 教程 > 英 断 科 , 国 家 技术 青 论 书 韶 出 版 杜 ，1947 年 版 。 
功 区 面 华 的 任 梧 学 购 面 都 是 由 多 加 形 。 


此 
到 
Ll 
可 
4 国 114 下 115 
4 楼 锥 在 图 115 上 给 出 正 五 楼 锥 SABCDE 的 投影 。 在 同一 个 图 七 表示 出 点 过 的 起 而 投 
影 的 作法 , 这 个 点 位 在 棱 面 $S4B3 上 并 已 知 其 水 平 投影 用 ,。 为 了 找 出 好 。， 在 这 棱 而 上 过 点 开 作 


铺 肋 直线 平行 于 棱 事 吝 面 的 楼 边 。 作 图 过 程 如 图 上 簿 类 所 示 。 

多 角形, 以 及 车 下 个 三 角形 或 梯形 所 围 成 , 而 这 些 三 角形 或 各 形 的 顶 屿 就 是 那 呈 个 底面 的 骆 点 。 
向 116 给 出 一 个 修 面 三 角 台 的 投影 。 它 的 下 底面 是 矩形 , 上 底面 是 正六 角形 。 部 图 所 示 , 它 

的 疝 楼 面 有 两 个 是 梯形 ， 其 余 的 是 二 角形。 


2 


; 
A 


图 116 
如 果 上 下 两 底 是 全 等 的 正 凸 多 人 角形， 其 中 心 位 在 两 底面 的 公 硬 线 上 ， 将 这 两 个 多 角形 相对 
地 钱 一 角度 189-( 式 中 尺 是 多 角形 的 边 数 ), 机 所 有 侧 楼 面 痢 是 正三 多 形 , 三 角形 的 项 点 又 站 


证 


底 的 需 点 , 那 末 恋 傍 面 三 角 台 就 变 为 反 棱 杜 了 (图 117)。 | 

6。， 在 投射 多 面体 时 , 它 的 空间 位 置 具有 重大 的 瘟 义 ,作为 例子 , 在 图 118,a 和 6 上 作出 同一 
个 八 面体 、 妨 对 投影 面 处 十 不 同位 置 时 的 各 个 投影 ， 并 且 为 了 便于 比较 , 给 入 面体 的 两 个 项 点 作 
了 标记 。 指 出 这 吉 是 很 有 意 皮 的 : 八 面体 在 两 种 不 同 的 位 置 下 可 能 得 到 完全 一 洋 的 投影 (图 118., e 
和 2)。 这 种 情况 在 绘制 工程 图 时 必须 考虑 到 。 


图 118 


4 2， 平面 与 多 面体 相交 
1。， 任 何 一 个 表面 或 立体 与 平面 相交 时 ,就 得 到 某 种 形状 的 平面 图 形 , 这 种 图 形 称 为 截面 . 显 


然 , 多 面体 的 截面 只 能 由 一 些 直线 段 围 成 , 并 且 可 由 一 个 或 a 个 多 角形 多 组 成 。 这 种 多 角 阅 的 边 
数 等 本 多 而 体 诚 敲 站 面 所 截 割 的 校 边 数 。 答 知 ， 随 截 平面 的 位 置 而 确定 立体 的 蕉 次 可 以 是 二 
形 .四 角形 ,五 角形 和 六 角形 (图 119)。 

哉 曾 多 角形 的 项 点 是 多 面体 楼 边 与 堆 平 身 的 交点 。 内 此 ， 多 角形 的 项 点 数 等 于 与 稚 平 面相 
交 的 多 面体 的 楼 边 数 。 在 图 119 上 我 们 看 到 , 在 第 一 种 情况 下 , 平面 截 割 二 条 楼 边 ， 在 第 二 种 情 
况 下 , 平 而 截 制 四 杀 核 边 , 等 等 。 


人 点 楼 三 属于 所 谓 半 止 阿 其 米 得 体 。 正 八 面体 是 好 了 樟 单 的 反 楼 柱 . 它 问 时 又 属于 正 柏拉图 体 { 莽 兰 竹 118,0)。 
汉 在 特约 情 癌 下 , 截 出 多 角 谍 时 氢化 为 直线 和 点 。 实 际 上 :; 所 膏 窑 面 是 指 包 含 在 多 春 体 内 的 聘 部 分 获 下 而 。 
* 54 " 


2， 多 面体 的 平 截面 有 了 商 种 不 同 的 作法 : 1》 拒 出 截面 角形 的 顶点 ( 棱 边 法 ) 和 2) 找 出 被 面 
4# 前 形 兹 边 ( 棱 面 法 )。 

第 一 个 方法 归结 为 重复 解 第 一 个 基本 定位 问题 一 一 求 直线 与 平面 的 冯 避 ; 第 一 个 方法 归结 
为 求 遇 平面 的 交 线 。 

这 两 个 方法 还 可 以 综合 应 用 。 

应 该 注意 , 戴 面 多 角形 的 顶点 是 蕉 平面 与 多 面体 楼 边 本身 的 交点 。 因 此 , 截 平 面 与 屡 边 的 延 
长 线 的 交点 不 可 能 是 截面 多 角形 的 顶点 , 因为 这 些 点 不 在 多 面体 的 表面 上 , 但 是 可 以 利用 这 些 点 
来 方 恒 作 图 或 增加 作 图 的 准确 性 。 例 如 , 图 120 尘 的 点 王 因 为 不 在 棱 边 48 本 身 圭 ， 所 以 这 个 点 
不 是 截面 多 角形 的 顶点 , 但 是 如 果 适 当地 利用 这 个 点 米 找 截 面 图 形 的 顶点 好 和 六, 就 可 提高 作 图 
的 准确 性 。 1 

同样 , 只 有 属于 楼 面 本 身 的 直线 段 , 才 可 以 成 为 截面 多 角形 的 边 。 

3， 现 在 米 研 究 投射 面 与 多 面体 相交 的 重耳。 它们 是 易于 解决 的 , 因为 蕉 而 的 一 个 投影 退化 
为 自 线段 。 

例如 , 设 正 面 投射 面 全 与 棱锥 834BCPBRP 相交 (图 121)。 


图 121 


不 难看 出 , 截面 多 角形 7 IT TIT IT Y Tz 欧 正面 投影 有 7T2T7Ts TBTT: 退 化 为 与 茂 平 
面 的 止 面 投影 重合 的 直线 段 。 : 

洗 违 系 线 找 出 截面 多 有 角形 质点 的 水 平 投影 TIT IIT TRY 种 杂 ,。 因 为 项 点 J 所 在 的 
酚 边 BS 是 铀 平 线 ， 为 了 作出 点 TT,， 可 利用 在 核 徊 S48 上 作出 的 辅助 水 形 线 KIT。 用 直线 眉 


依次 连接 点 Ti JI …… 尝 之 后 , 即 得 戴 而 的 水 平 投影 


油 衣 第 形 TTTIT,TF VY, YT,Y, 
名 “为 了 使 图 形 具有 很 好 的 直 现 性 , 珍 平 正品 当 作 是 不 避 明 的 。 介 这 种 假定 不 是 必须 的 . 只 是 在 适 当 情 况 下 此 利用 它 。 
» 35 


<， 我 们 求 研究 一 般 位 兽 平 潭 与 多 而 体 相 诡 的 例子 。 
问题 的 解 变 得 复杂 了 , 内 为 薇 而 无 论 投射 到 平 而 全 ;或 平面 [fs 部 不 可 能 成 为 用 线段 。 
例如 , 设 一 般 位 置 平面 (2r) 与 棱柱 48CA4iB'C' 相 奖 ( 图 123)。 


恰 152 


在 本 例 中 , 采用 “楼 边 法 ”是 最 适当 的 。 先 术 恢 迪 44' 与 截 平 而 (9D7) 的 交点 。 为 此 ， 通 过 接 
边 :4 作 辅 助 来 面 和 (楼 柱 侧 楼 进 的 位 置 提 未 我 们 这 时 利用 水 平 投射 面 最 方便 )。 
平面 从 与 平面 (Zr 相交 于 直线 五 二 。 直 线 44' 和 KL 位 在 同一 平面 站 。 因 此 , 点 天 是 这 
是 鳞 肖 线 的 兴 战 工 的 证 面 投影 , 它 的 水 平 投影 万 可 簿 连 系 线 找 出 。 这 样 , 点 (I， J) 是 楼 边 44 
与 下 击 ( 人 92 的 灾 点 。 这 个 过 程 可 用 我 们 习 持 的 杭 记 伟 出 : 工 一 AA' (gDr)。 
通过 棱 过 有 8 和 CC 分 出 作 平 面 全 和 工 , 悍 可 得 : 
fi=BB' x (gDr I 和 fii=CC! x (gDr)o 
所 作出 的 点 就 是 所 求 的 截面 多 角形 的 顶点， 此 处 所 求 的 截面 多 角形 就 是 三 角形 TI IITI。 
截面 万 论 投射 到 于 而 1 或 平面 JJ* 都 变 了 形 。 截面 的 边 各 位 在 不 可 见 的 棱 面 十 , 则 用 形 线 画 出 。 
中 于 楼 桂 的 例 楼 边 是 平行 的 ， 因 六 半 面 羡 . 加 和 上 也 平行 。 因 此 , 骨 线 天 工 ,于 训 和 OP 也 平行 所 以 ,为 了 
求 入 线 MX 和 OP 的 正面 投影 只 要 沿 违 系 线 找到 点 Na 和 了,( 或 型: 和 02)， 并 遗 过 它们 引 平 行 于 下 ,上 的 直 
埃 便 可 ,这 就 提高 了 作 图 的 准确 性 ， 并 使 作 图 简化 (国盛 需 引 于 要; 种 O10; 两 条 连 系 线 )。 应 该 注意 ,在 KD,、 
as 和 相 0.P; 三 条 直线 中 , 直 纺 站 ss 作 得 最 肉 傅 , 因为 点 攻 ; 和 上; 的 时 离 大 于 点 时 : 和 六 :或 点 0; 和 P: 同 的 
械 腐 。 丙 以 , 如 果 党 作 直 线 Os.P,, 然后 表 过 点 了 和 > 中 平行 查 引 天 :Fa 和 得 六 就 令 隆 低 作 图 的 准确 性 ， 
在 另 一 种 情况 下 , 平面 锡 与 恋 面 放 在 六 后 [I, 计 的 正 棱 标 相 交 ， 列 平面 器 由 正平 线 和 水 平 
线 上 给 出 ,这 出 条 自 线 相交 十 投影 销 x. 鞋 的 点 下 (图 123. 4 和 6)。 
应 谈 注 意 , 正平 线 4 和 水 平 线头 是 平面 中 与 两 个 投影 曾 的 区 线 ， 这 种 直线 称 为 平面 的 迹 线 。 


* 有 6 ” 


图 123 

因此 可 以 说 ， 核 柱 被 一 般 位 办 的 迹 绪 平 面 所 截 。 

朵 为 楼 柱 的 侧 搂 面 起 投射 面 的 一 部 分 ， 盾 以 解 题 财 用 "楼 面 法 ”最 为 方便 。 

协 如 , 楼 面 be 是 转战 多 面体 的 水 平 投射 面 @ 的 一 部 分 ,平面 日 与 平面 介 相 交 村 直线 于 W。 
这 直线 在 楼 边 6 和 5。 之 闻 的 一 段 TT ITI 就 是 棱 面 5e 与 平面 全 的 交 线 。 这 样 就 找到 截面 多 角形 
的 … 条 过 。 

平行 于 平面 开 , 的 棱 面 ae 是 正平 而 > 的 -部 分 :平面 了 与 平面 龟 相 交 于 阔 平 线 f。 该 正平 线 
上 的 线 引 了 工 JI 十 楼 而 ac 与 平面 只 相交 的 起 线段 。 这 就 作出 了 截面 多 角形 的 第 二 系 边 。 硕 点 
了 和 了 II 还 确定 了 截面 的 第 三 条 封闭 的 边 。 蕉 茵 的 边 了 1II 的 正面 投影 用 砍 线 本 出 , 因为 校 硬 ae 
的 正面 投影 不 可 见 | 


$ 3， 亲 似 对 应 在 作 多 面体 的 平 截面 中 的 应 用 


I， 大 家 知道 , 在 平 血 图 形 的 水 平 投影 和 正面 投影 之 阿 ， 如 果 任 意 一 个 投影 都 不 是 退化 的 ， 则 由 这 两 个 投影 
建立 起来 的 对 应 称 为 亲 似 对 应 。 内 此 , 在 一 般 情 说 下 , 邓 面 休 半 戴 面 的 两 个 投影 是 洒 似 的 。 

设 任 读 村 abe 与 一 般 位 置 平面 (9D7) 相交 (图 124) 。 斌 利用 亲人 了 似 对 应 的 特 洗 来 作 截 夯 的 技 影 - 

作出 由 扒 平 面 建立 的 亲 似 对 应 的 畏 ga 它 通 过 亲 似 直线 & 和 凶 改 Ti 和 Ta 的 迹 点 ( 喇 二 有) 和 (二 :时 
似 方 向 蓝 平 行 于 连 系 线 , 例如 直线 六 有 

试 作 棱 柱 下 某 -~ 核 边 ( 例 如 校 边 四 与 截 平 面 的 交点 。 

在 哉 平面 上 引 辅 助 家 经 上， 使 它 的 正面 投影 i 下行 于 樟 柱 的 剑术 边 的 正面 投影 。 水 平 投影 i 吓 根 据 这 样 
约 条 件 作 出 , 邵 它 应 当 遂 过 亲 似 于 Ds 的 点 防 , 而 且 应 当 与 妆 侯 半 它 的 丰 线 i 吉 交 于 共和 似 轴 sz 在 截 于 项 上 引 
二 绕 上 平行 于 直线 +， 但 使 它 的 正面 投影 与 楼 柱 上 的 楼 边 a 的 球面 投影 ga 重合 - 水 平 投影 到 与 去 六 行 并 
与 亲 似 十 它 的 直线 相交 于 亲 似 轴 mas。 直线 ai 与 六 的 交点 廿 是 点 7 了 的 水 平 投影 . 这 个 点 既 丰 直线 上, 又 
在 直线 4 上 ,所 以 就 是 棱 边 a 与 平面 (9D7) 的 交点 。 灌 造 系 线 作出 正面 投影 1，。 

同样 , 在 平面 (gDr) 上 引 直 线 ? 了 和 mm, 使 红 三 62 和 涡 寺 52， 面 列 ) 本 放生 ， 作 销 奖 点 UD 机， 
7772) ,这 鹏 足 所 永 截 面 的 共 余 两 个 项 点 。 

吉 朱 在 截 平 面 上 引 平行 子 点 线 二 的 直线 刀 m, 使 天 二 ab 六 王 芒 党 秒 . 其 结果 不 变 。 
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图 124 


2， 应 该 注 部 , 有 时 利用 透射 对 应 的 特性 更 为 方便 ， 
啦 刘 嘴 当 楼 柱 或 枝 詹 的 底面 是 投射 西 , 而 且 在 这 个 技 射 
谨 小 给 出 了 关乎 面 的 迹 线 时 。 这 种 创 - 闻 见 图 125、 在 读 
图 1, 水 平 线 二 可 以 看 作 是 截 平 时 显 在 搂 稚 底 而 所 在 的 
汐 上 距 醛 久 上 的 迹 线 。 

根 设 截面 已 经 作出 。 如 果 展 压 锥 的 底面 旬 作 为 投影 
二 而 取 锥 顶 8 作为 投射 中 心 ， 则 六 前 撒 4 可 以 


在 作 是 上 般 而 工 开 15 的 申 心 投 弦 。 芭 二 , 把 融 而 入 在 
的 平 荐 作为 投影 断 ， 并 以 棋 周 的 点 六 作为 投 对 中 心 ,六 


角形 了 1 就 可 以 看 作 是 底 4BC…… 的 中 心 投 - 
影 . 因此 ， 楼 詹 的 底 与 它 的 任何 平 起 面 是 成 透射 的 它们 
药水 平 投 影 一 一 六 角形 4.BC…… 和 了 了 TITHTL…… 也 
成 活 射 ”这 两 个 六 角形 的 对 应 边 4,Bi 和 PT 和) 和 
14H 等 策应 当 相 交 十 透射 轴 ss 。 由 此 得 出 下 重 利 用 
透 秆 对 应 的 特性 作 截断 投影 的 方法 。 

知 用 坦 酒 方法 找 出 楼 匆 的 某 一 侧 梯 边 与 忆 知 各 平 
_ 击 的 交点 ， 设 点 (CD, fa) 就 是 这 样 的 点 . 它 瑟 利 用 通过 楼 
过 48 莽 与 平面 丘 相交 于 下 线 PQ 的 种 助 正 诉 投 对 三 
三 作出 的 。 

截 条 水 半 投 影 的 炎 续 作 图 就 电 结 为 作 与 已 知 六 前 
形 4,BC…… 有 成 透射 的 所 求 的 上 六角 月 有 ET 这 
个 透射 对 应 由 透射 中 心 51, 透射 过 836 三 如 和 一 对 对 应 点 4 和 五 确定 。 


品 ” 应当 利 用 虚 01: 来 答 查 作 图 的 淮 堪 性 
a 59 ， 


作 所 求 截面 的 正面 投影 时 , 赋 可 以 象 图 中 求 顶点 1 和 77 那样 ， 沿 连 乔 线 作 出 截面 各 顶点 的 正面 投影 , 也 可 
由 象 图 中 作 直 线 NT 那样 , 求 直 线 于 IT、 MI 等 等 的 正面 投影 , 它们 的 对 应 线段 就 是 浙 求 截面 多 角形 的 各 条 边 ， 


$ 4， 直线 与 多 面体 相交 
1， 直 线 可 能 与 多 面体 的 表面 交 于 一 必 、 两 点 或 更 多 的 点 ， 但 与 任 一 上 多 而 体 的 交点 不 会 
于 两 个 。 直 线 与 多 面体 的 交点 通常 称 为 贯穿 点 。 
求 直 线 与 多 面体 的 贫 罕 点 的 一 般 方 法 是 根据 我 们 非常 熟悉 的 第 一 个 共 本 定位 问题 的 解 芷 ， 
即 通 过 已 知 直线 作 辅 助 平 而 (通常 是 投射 而 , 但 不 一 定 是 ! ), 并 作出 截面 的 投影 。 所 求 的 点 就 是 
忆 知 直线 与 截面 多 角形 的 边 的 交点 C。 图 126 已 清楚 地 宕 能 了 所 说 的 方法 。 


图 136 


立 127 表示 这 个 一 般 廊 法 如 何 谱 刊 在 复合 图 上 ， 为 了 求 直线 4 与 出 面体 S48C 的 贯穿 点 如 
入 ,在 图 上 过 已 知 直 线 9 作 辅助 直面 投射 面 8, 并 作出 截 而 DEF 的 投影 。 直 线 4 的 水 半 投 影 9 
5 载 面 DEF 的 水 平 投影 DBF 的 交点 M1 和 NN! 即 为 所 求 其 穿 点 的 水 平 投影 。 正 面 投影 地 :和 
Ns 可 沿 连 系 线 求 得 。 

2. 有 了 时 , 通过 直线 作 其 它 任 平面 来 代 租 投射 面 更 加 有 利 。 

例如 , 假设 要 作出 直线 4 与 楼 桩 (abe? 的 交点 (图 128)。 从 图 上 可 见 ， 棱 柱 的 底 是 正面 投身 
看 的 一 部 分 。 我 们 利用 这 一 点 , 因而 过 直线 9 作 平行 于 楼 梓 的 楼 边 的 一 般 位 置 平面 由, 而 不 象 
|: 面 的 例 主 那样 作 投射 面 。 为 此 , 可 在 直线 & 上 件 育 ( 伺 要 作 图 方 贷 ) 一 点 起, 并 过 该 点 引 直 线 i 
平行 于 酚 柱 的 便 棱 边 。 相 交 两 直线 4 和 “就 确定 了 平行 于 起 柱 侧 棱 边 的 辅助 平面 Q。 

作出 平面 例 与 平面 如 的 交 线 LO。 这 下 线 与 楼 柱 的 底 交 于 点 卫 和 {图 .上 表示 出 它们 的 水 平 
投影 )。 过 这 两 个 点 作 平 仿 旬 与 悉 柱 和 交 的 交 线 md 和 Rw。 因 为 平面 旭 平 行 十 楼 往 的 栈 边 ， 所 以 闪 
线 也 应 当 平 行 于 棱 边 。 因 此 , 过 点 Pl 和 多 : 引 湛 行 于 楼 边 的 水 平 投影 61、,51,c1 的 直线 mi 和 Pi 直 
到 与 直线 9 相交 于 点 于 和 和 Wt。 点 设 , 和 入 , 即 所 求 嘻 察 点 的 水 下 投影 。 求 正面 投影 并: 和 访 s 时 ， 

@ ”如果 章 绕 与 贞 面 多 角形 不 恨 交 , 这 就 是 说 吉 线 与 多 面体 不 机 交 。 
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可 以 视 据 迷 系 线 来 求 , 如 求 点 Ra 那样 ; 也 可 上 先 作出 直 线 灾 和 的 正 而 投影 ma 和 me 如 在 国 123 
上 求 点 az 那样 。 


-图 128 图 129 
对 于 被 兔 , 如 果 它 的 底 是 投射 而 的 -一部分 (图 129)， 则 速 过 顶点 SS 和 已 知音 线 g 作 辅助 平面 
@ 较 为 方便 。 其 它 方 面 ,问题 的 解 司 上 例 娄 位。 
3。， 如果 与 直线 粗 交 的 多 面体 , 其 楼 面 是 投射 面 的 一 部 分 时 ,问题 便 变 得 非常 简单 {图 130)。 


$5。 一 般 形式 的 多 面体 相交 


1， 两 个 多 面体 的 表面 交 线 是 闭合 的 空间 折线 。 这 交 线 可 以 分 解 为 两 杀 或 两 条 以 上 也 是 阿 
合 的 折线 , 其 中 包括 平面 多 和 角形。 折线 的 一 条 边 或 一 段 是 一 直线 段 , 两 多 面体 的 楼 面 说 这 些 线段 
.6o ， 


折线 的 各 顶点 是 第 一 个 多 面体 的 棱 过 与 第 二 个 多 面体 的 村 面 的 交点 和 第 二 个 多 面体 的 棱 边 
与 第 一 个 多 面体 的 楼 面 的 交点 (在 特殊 情况 下 ， 折 线 的 顶点 可 以 是 两 个 多 面体 的 楼 边 的 交点 )。 
出 叱 得 出 求 两 个 多 面体 交 线 移 砍 个 方法 ，1) 找 出 折线 的 硕 点 (楼 边 法 } 和 2) 找 出 拆 线 的 边 
《楼 面 法 )。 , ; 
当 用 第 一 个 方法 时 , 求法 归结 为 重复 解 第 一 个 基本 定位 问题 一 一 求 直 讼 与 平面 的 交点 ,而 用 
第 二 个 方法 时 , 则 求法 归结 为 重复 解 第 二 个 共 机 定位 问题 -一 ~ 求 两 平面 的 交 线 。 
实际 应 用 上 时， 让 要 是 用 第 一 个 方法 。 
2， 拆 线 的 两 个 顶点 只 有 了 既 位 在 第 一 个 多 面体 的 同一 楼 面 上 , 同时 又 位 在 第 二 个 多 面体 的 局 
一 楼 面 上 ， 才 可 以 用 直线 相连 。 
| 事实 上 , 假设 已 作出 的 两 多 面体 的 交 线 是 空间 折线 48CDE( 图 131), 则 如 上 所 述 , 折线 的 每 
条 边 就 是 两 多 面体 各 楼 面 的 交 线 的 一 段 ,但 这 时 通过 折线 的 任何 -条 边 (例如 通过 边 4B) 的 必 有 
一 个 多 面体 的 一 个 搂 面 虽 和 共 余 那 个 多 面体 的 某 个 楼 面 @。 因 此 , 点 4 和 5B (或 其 它 任意 相 邻 的 
一 对 折线 质点 ?应 该 在 第 一 个 多 面体 的 同一 楼 而 上 , 同时 又 在 第 二 个 多 面体 的 同一 楼 而 上 。 
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全 : We 图 132 


在 连接 折 续 顶点 时 ， 如 确定 顺序 发 生 困难 , 可 使 用 和 畏 助 图 表 或 表 搬 。 作 这 种 辅助 表格 的 例子 
委 后 再 谈 。 

3， 交 线 的 投影 具 能 位 在 两 多 本 体 各 个 同名 投影 所 当 的 面积 范围 内 企 。 

因此 , 其 中 一 个 多 面体 的 任 ~` 校 边 的 投影 , 即使 上 只 在 一 个 批 影 中 不 与 两 多 面体 投影 的 公共 而 
积 相交 , 这 条 楼 边 号 不 与 其 余 朵 个 多 面体 相交 。 

但 是 , 一 全 多 面体 的 任 - 楼 边 的 投影 ， 即 使 在 这 一 个 和 在 另 一 个 投影 上 都 与 公共 面积 相交 ， 
还 不 能 说 这 条 梭 边 就 与 其 余 那个 多 面体 的 校 面相 灾 。 企 一 般 情 况 下 ， 这 个 问题 的 答案 只 有 看 完 
成 相应 的 作 图 过 程 才 能 得 到 。 图 132, a 所 给 出 的 相交 苇 柱 和 棱锥 就 是 这 样 。 只 有 通过 棱柱 的 棱 
边 44: 作 铺 助 截 平 有 :角形 的 投影 后 ， 才 能 断定 这 棱 迎 不 与 棱 钛 的 棱 面 相交 。 对 
丁 捷 边 35' 也 是 这 样 。 

4 ， 攻 " 殿 边 法 ?来 作 图 132 所 示 的 两 个 多 面体 的 交 线 。 


名 ”这 里 应 法 把 而 各 理 甫 为 平面 的 一 部 分 。 
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根据 下 述 1， 先 找 出 第 一 个 多 面体 ( 设 为 棱锥 ) 的 扶 边 与 第 二 个 多 面体 (棱柱 ) 的 棱 而 的 挛 点 。 
楼 镍 底面 的 核 边 DE、 EF 和 FD 与 棱柱 的 楼 面 不 相交 , 因为 它们 的 投影 与 楼 柱 的 投影 不 相交 。 

至 于 棱柱 的 两 个 底 南 的 棱 边 也 是 如 此 。 因 此 , 校 锥 欧 侧 入 边 只 能 与 枝 村 的 侧枝 记 相交 友之 
亦 然 。 现 在 求 枝 边 55 与 棱柱 的 以 面 的 贯穿 点 。 为 此 ， 过 校 边 D8 作 畏 助 正 面 投射 面 3(3:= 
.DaS2)。 平 面 三 与 扶 和 相交 于 三 角形 工 NN( 图 132, 6)。 

匀 馆 上 我 们 所 研究 的 校 边 DS, 其 水 平 投影 DS 分 别 与 直线 二 Ya 和 五 wd: 相交 于 点 Th 和 
fi。 因此, 点 I 和 了 I 分 别 是 楼 边 DS 与 楼 面 4 必 BB! 和 楼 面 44:CC! 的 交点 的 水 平 投影 。 现 在 
把 这 些 结 灯 记 入 表 中 ,并 在 图 上 注 出 各 点 的 号 码 。 


克 孔 点 所 在 的 屋面 
奖 线 的 预 点 | 一 -一 一- sna 一 -一 一 一 
嫉 包 的 屠 而 | 棱柱 胸 院 向 

t | DES DES i A 88 

了 DFS fm PFS | An: 

HI | DES Fl EPS | A 关 革 和 

Iy | DES 和 EFS | BR:CA! 

r EFS TA PFS | 4 HB 

| EEN A DFS | om . 
FTT DES | 400! 和 BB'CO! 
riIIT En | Adco! Mm BROCCO: 


应 该 注意 , 既然 点 了 和 fT 位 在 棱角 的 宰 边 DS .小 ,所以 它们 回 时 属于 该 楼 边 的 相 邻 酚 棱 面 ， 
-这 出 存 表 内 第 : - 栏 反映 四 米 了 。 . 
同样 , 过 棱锥 的 侧 楼 边 将 3 和 FS 作 辅 助 平 南 @ 和 中 , 并 分 别 作 出 点 ITT 和 IV,V 和 VI。 这 

些 结 果 岂 分 别 记 人 表 中 (楼 边 5 在 第 二 ,第 四 行 , 楼 边 8 在 第 五 第 六 行 )。 

将 各 顶点 的 号 码 标注 在 图 上 。 

其 次 ， 我 们 来 求 第 二 个 多 面体 (楼 柱 ) 的 楼 边 与 第 一 个 多 面体 ( 枝 锥 ) 的 棱 面 的 交点 。 在 给 出 
的 情况 下 , 我 们 已 经 知道 , 楼 柱 只 有 -条 侧 棱 边 CO' 与 棱锥 的 楼 而 相交 。 通 过 这 楼 边 作 正 面 投身 
面 1， 作 出 项 求 的 点 F7 和 FT777。 这 些 结果 世 记 在 表 中 《最 后 酚 行 )， 并 在 图 小 注 出 这 些 点 的 
号 的。 

应该 注意 ,既然 点 Ff 和 VIII 位 在 楼 柱 的 校 边 CC' 上 , 则 它们 同时 位 在 该 楼 边 的 相 邻 两 酚 硬 
上 ,这 也 写 在 志 内 第 三 栏 中 。 

余下 是 按 一 定 次 序 :过 弹 所 得 各 点 一 空间 多 角形 的 硕 点 。 Q 

ml 头 看 “下 所 编制 的 表 , 就 可 以 看 出 点 了 和 六 可 以 相连 , 因为 它们 位 在 楼 能 的 间 -楼 面 DFS 
上 ,同时 和 位 在 校 标的 同一 -楼 而 441B8' 上。 钥 是 点 了 和 好 则 不 能 相连 接 , 因为 它们 虽然 位 在 枝 锥 
的 问 一 棱 而 .DB8S 或 D8S 上 , 可 是 位 在 棱 柱 的 不 同 楼 面 上 。 

结果 , 利用 这 个 表 可 以 定 出 点 的 连 把 次 序 如 下 : 


I 一 TT 一 V 一 1( 闲 合 线 ) 和 717 一 VIT 一 IF 一 V171 一 VI 一 I1( 闭 食 线 )( 图 132,e)。 

.在 束 例 中 ， 交 线 分 解 为 两 支 : 三 角形 I 一 JII 一 VY 和 空间 五 角形 TI 一 VII 一 TV 一 VI 了 71 
—VI, ， ; 

在 连接 折线 的 顶点 时 , 必须 芳 瑟 折线 每 条 线段 的 可 见 性 。 显 然 , 可 见 的 线段 是 园 时 位 在 第 一 
个 和 第 二 个 多 面体 的 可 见 核 别 上 的 。 例 如 , 线 眉 FYVITI 的 正 而 投影 Fa F77is( 参 看 图 132, 8) 

基 可 网 的 , 因为 在 止 面 投影 上 , 楼 锥 的 楼 和 面 FS 和 楼 柱 的 楼 面 441CC! 都 是 可 见 的 ， 0 

线段 就 总 这 上 遇 个 棱 面 的 交 线 。 饲 一 线 踊 的 水 平 投影 了 7 天 777T 是 不 可 见 的 ， 网 和 在 人 下 投影 
虽然 核 锥 的 楼 面 BBS 可 见 , 但 棱柱 的 棱 面 441CCO? 不 可 见 。 


6， 病 柱 和 楼 锥 相交 

1. 读者 可 能 已 经 发 觉 , 在 前 桓 讨论 的 两 多 耐 体 交 线 的 作 恋 中 有 一 个 缺点 。 这 就 是 对 于 校 柱 
和 各 村 锥 各 底面 的 各 校 亡 , 我 们 能 够 根据 水 章 $ 5 之 3 中 所 述 的 理由 断定 世 们 不 参与 相 兴 ， 人 得 对 于 
楼 柱 科 核 锥 的 侧 楼 边 ， 我 们 却 不 能 预先 确定 它们 中 哪 - 些 与 相应 的 多 而 和 体 的 枝 面 相 实 。 还 须 即 

过 作 图 来 解答 这 个 问题 。 

下 面 叙 述 的 求 滑 个 多 面体 交 线 的 方 靶 , 称 为 转动 平面 法 , 可 以 消除 上 述 的 缺点 。 但 是 这 着 方 
法 实际 上 只 有 当 每 一 个 和 相交 的 多 面体 的 全 部 侧 棱 边 都 相交 于 一 点 由 才 能 应 用 。 棱 詹 和 被 柱 就 是 
这 样 的 多 面体 。 

设 已 知 两 相 灾 棱锥 5S4BC 和 人 DER, 它 的 底面 位 在 一 个 平面 上 ,例如 位 在 水 下面 I 上, 试 
作出 它们 的 六 线 ( 图 133}。 

过 两 楼 锥 的 顶点 引 直线 3 , 并 作出 二 直 线 在 平面 I 上 的 迹 点 于。 过 法 直线 和 其 中 - -楼 雏 
的 任 一 例 棱 边 ( 扎 定 这 删 棱 边 与 印 一 棱锥 的 棱 面 机 交 ) 作 辅助 截 平 面 。 设 这 一 侧 楼 边 为 楼 办 工 的 
校 迪 4S。 这 时 , 截 平 面 出 相交 两 直线 ST 和 45 确定 。 点 4 可 以 看 作 是 核 边 48 在 平面 TI 上 
的 迹 点 。 因 此 ,平面 (5T x 48) 与 平 而 I 的 交 线 大 通过 点 如 和 4, 这 就 是 截 平 面 让 平面 [下 的 
迹 线 。 

图 上 可 见 , 迹 线 上 与 棱 锻 2 的 底 DEF 不 相交 。 久 此 , 起 平面 与 楼 绯 ? 的 楼 面 林 相交 , 但 这 肝 
棱 边 45 也 不 可 能 与 楼 匆 2 相交 。 同 样 ， 可 证 明 棱 边 BS 也 不 与 棱锥 2 相交 ( 团 直线 i 不 与 DEF 
相交 )。 

过 直线 8 了 和 棱 锻 1 的 核 边 CS 所 作 的 平面, 其 迹 线 3 与 核 铝 2 的 底 D8F 相交 。 关 此, 棱 按 
QS 与 棱锥 “的 棱 虚 相交 。 

总 之 , 利用 所 述 的 方法 (实际 上 我 们 不 必 把 线 作 出 , 只 要 用 直 尺 依次 通过 点 型 和 4,， 半 | 和 
B,、M 和 CJ， 六 ;和 刀 等 归 可 )， 就 能 顶风 知道 械 锥 1 有 了 脚 些 导 按 峡 核 锥 2 的 核 面相 交 ， 及 :之 
亦 然 。 

现在 以 楼 边 CS 为 例 , 说 明 如 何 作出 所 米 的 该 棱 边 与 想 面 的 交点 。 

平面 (8 人 x CS) 通 过 预 点 下 而且. 它 的 迹 线 各 与 底面 DEF 相交 于 点 总 和 如。 因此 , 平面 与 村 
锻 2 粕 交 于 母线 WT 和 人 TR。 直线 8.F 和 ,不 与 直线 0 的 交点 五 和 77 就 是 所 求 的 棱锥 
。6#f 。 
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1 的 杰 边 C3 与 棱锥 2 的 楼 向 D8T 和 DFT 的 交点 的 永修 投影 。 

范 连 系 线 作 正 面 投影 如 和 已 ,。 通 过 直线 ST 及 楼 边 8T 和 FT 作 辅 助 平面 , 俺 可 作出 两 杰 
锥 次 线 的 其 余 几 个 顶点 , 在 本 例 中 交 线 具有 单独 的 一 支 。 

2， 如 果 把 其 中 一 杰 锥 的 次 点 , 例如 时 点 5, 移 到 无 劣 远 , 这 个 核 稚 就 安 成 校 往 , 而 连 绕 楼 锥 和 
特 术 项 点 的 二 线 5. 就 平行 干 楼 标的 榨 过 (图 134)。 图 上 可 见 , 届 楼 边 44' 和 DT 没有 参与 相 
交 , 因为 下 而 (56T x A441) 的 迹 线 上 与 校 包 的 启 面 不 外交 ,而 此 而 (ST x DP) 的 迹 线 ? 与 楼 柱 的 
底面 也 不 相交 。 在 图 上 表示 出 求 在 楼 柱 楼 过 BB: .上 的 顶点 了 和 7 以 及 在 楼 锥 楼 边 FT 上 的 顶点 
z77 和 7P 的 作 图 过 程 。 灾 线 上 其 余 的 硕 点 也 可 以 用 同样 的 方法 作出 。 应 该 注意 , 通过 让 线 8.T 
的 辅助 戴 平 本 只 能 与 棱柱 相交 于 与 其 侧 棱 远 ( 峡 线 ) 平 行 的 可 线 。 在 图 134 上 作出 两 条 这 样 的 直 
经 V1 和 到 IV 的 水 六 挫 影 。 

3， 当 时 个 楼 馆 剖 用 捧 驻 代 苯 时 ,项 点 和 修 部 移 到 无 穷 运 ， 通 过 它们 的 直线 就 变 为 上 风 有 
直线 $。T.， 各 上 所 还 . 我 们 将 要 通过 连接 两 多 面体 顶点 的 直线 作 截 平面 ， 调 现在 的 情 阅 下 ， 就 
要 道 过 直线 S-T。。 

无 穷 远 点 妨 , 和 他 .的 位 置 分 别 由 两 捧 标 健 屡 边 的 方向 来 确定 。 因 此 .- 很 容易 作出 通过 无 穷 
二 直线 5.T。 的 并 面 实 : 企 意 给 弄 宣 周一 点 (得 波 德 -t+ 作 图 ), 便 如 点 (图 135), 六 通过 它 引 直线 
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a 和 Q 分 别 放行 于 相应 楼 柱 的 楼 边 。 相 交 两 直线 a 和 4 就 确定 所 求 的 平面 立 。 直 线 4 和 4 在 平 
面 上 的 迹 点 天 和 六 确定 平 而 蕊 的 迹 线 。 这 时 辅助 截 平 而 的 迹 线 太 t、 机 第 等 都 平 行 和 
下 。 

问 到 图 135， 可 以 看 出 楼 梓 的 便 1 楼 边 48.。 和 DT 不 参 与 相交 ， 因为 平面 (9。 Ts < 48.) 的 迹 
线 上 与 楼 柱 2 的 席 DEF 不 相交 , 而 平面 C8。Tw x DDT) 的 迹 线 ? 与 楼 柱 的 底 48C 也 不 相交 。 

通过 熏 柱 2 的 核 了 边 ET.。 并 具有 迹 线 mw 三 mm 的 平面 (So x TP,), 与 棱柱 工 相 交 二 直线 QS 
种 有 RS 这 两 条 页 线 者 下行 于 恢 术 1 的 侧 棱 边 4S。、BS.. 和 CSe。 通 过 棱柱 工 的 校 边 BS.. 并 有 具 
和 迹 线 ?三国 的 平面 4S- 了 -和 有 3.) 与 杰 柱 2 相交 于 直线 8 人 Ts 和 厂 修 这 两 条 衣 线 也 前 平 行 于 
楼 村 :2 的 删 棱 边 PT., 百 TFT 知 馆 。 

4. 两 多 面体 中 则 使 只 有 一 个 的 表面 是 投射 面 , 米 它 们 交 线 的 辣 题 就 变 得 很 简单 。 

在 图 186 上 给 出 一 个 例子 。 这 里 只 有 点 了 和 I 需 用 截 平面 作出 , 折线 上 人 Se 
由 多 面体 的 已 知 投影 确定 ， 


复习 是 
1， 怎样 的 涛 面体 才 有 如 图 137 扬 示 的 投影 。 为 了 使 这 个 图 具有 可 逆 性 , 应 结 它 附 元 些 付 么 生计? 
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图 137 


» 
他 凡 由 交 ] 万 究 运 由 玻 第 竺 而 部 是 平行 的 。 因 此 ,所 有 通过 直线 8-Y. 的 辅助 截 目 面 都 豆 彬 平行 ，. 
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2*。 友 妓 柱 ( 参 湛 图 117] 在 多 少 个 核 面 研 履 作出 订 假 轴 : 在 这 些 训 位 轴 中 是 否 有 平生 于 投影 利和 的 误 如 在 
站 上 给 出 投影 情 )? 

3、， 试 述 作 钵 个 多 面体 光线 时 采用 和 册 " 按 边 法 "的 实质 。 

4. 在 几 121 上 采用 了 ”时 过 法 " 作 规 岳 。 如 果 解 此 咒 时 有 宁 弄 “楼 而 法 ”如 何 合理 地 选取 辅助 弘 平 面 ! 圳 燃 生 
妃 个 )* 

5*。， 旭 日 在 是 133 小 两 棱 第 的 顶点 连 线 平行 于 平面 [， 划 由 输 助 截 平 徊 所 确立 的 亲 侯 对 应 的 亲 但 轴 在 何 
业界 ? : 
5， 试 指出 多 面体 (大 看 图 142) 不 秦 与 模 灾 的 核 边 。 


练 习 题 


31， 已 知 楼 桂 下 底 的 硕 点 的 水 平 投影 ,BB C4 和 DD, 人 以 凡 接 杜 上 底 - 个 项 点 的 两 个 投影 避 ! 和 人， 而 核 往 
软 下 底 世 在 下 面 立 (8 六 7 上 (图 1387， 求 在 四 楼 钙 4BCDA1B:C1D! 的 两 全 投影 ， 并 在 按 生 COLDDL 上 到 -一 插 音 
辣 开 。 
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2， 已 知 榨 堆 顶点 的 水 平 投影 85..A1/、，Bl、Cl 和 疡 以 下 正 而 投影 S:、4、B 和 Ps( 阴 139)。 求 作 四 被 铀 
34BCD 的 两 个 投影 , 并 在 梭 而 4B5 上 所 信介 点 也， 
3， 求 作 四 面体 84BGC 被 站 而 阅 ia, ?所 载 得 的 埠 面 :图 140) 。 
4*。， 试 用 京 似 对 应 的 特性 名 二 题 ， 
隶 作 次 线 9 与 多 面体 4 的 家 三 的 黄 穿 点 ( 斩 141)。 
求 作 丁 多 面体 的 之 线 , 开 编 制 一 个 指 朋 交 线 于 点 连 堵 次 音 由 的 辅助 表格 (图 142) 。 
求 作 砍 杰 与 主楼 晨 硫 的 交 经 (二 143) 。 
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第 四 章 ” 垂 线 和 度量 问题 


$1t， 基 本 概念 和 定义 ， 短线 定理 


1， 在 解决 工程 实践 中 的 各 种 问题 时 , 常常 会 轴 到 求 线段 的 长 度 , 角度 .而 积 、 体 积 笨 几 何 量 
的 问题 。 

这 些 问题 我 们 称 为 度 景 问题 ,以 别 于 只 与 形体 在 空间 的 想 对 位 置 有 关 的 定位 问题 。 

解决 度量 问题 时 , 有 了 时 要 适当 地 对 复合 图 作 某 种 变换 , 以 使 改 变 被 投射 物体 与 投影 面 的 相对 
位 置 。 这 些 问 题 在 下 一 章 过 论 , 在 该 章 中 将 洲 述 这 种 变 痪 方法 ， 

解决 许多 度量 问题 时 , 都 要 作 垂 线 和 甜 面 。 所 以 必须 建立 一 些 法 则 , 作为 在 复合 图 上 作 空 间 
互相 荚 直 的 直线 和 平面 的 投影 时 的 根据 。 

2， 和 来 研究 可 以 用 来 作 乘 线 的 正 投 影 的 定理 , 以 及 在 复合 图 上 判断 队 青 线 的 原形 是 否 生 站 
的 定理 。 

定理 1， 为 了 使 直角 正 投射 为 直角 ; 必 娄 和 充分 的 条 件 基 : 它 至 少 有 一 条 过 平行 二 投 影 面 ,， 
酒 务 一 条 边 不 垂直 于 该 投影 面 。 

证 明 充分 性 。 

设 直 角 BAC 的 边 48 平 行 于 投影 面 IE (图 
14 们 。 将 角 B84C 下 投射 到 平面 I, (44 | IT， 
BB, |11, CC,LIT)。 试 证 明 角 B14,Ct 是 直角 。 

根据 定理 的 条 件 , 直线 48 平行 于 平西 II。 
此 外 ， 直 线 . 48 和 它 的 投影 4,8, 在 一 个 投射 面 
(48BB,) 上 。 出 此 得 出 : 直线 48 与 41B, 万 相 下 
行 (AB AB,), 

其 次 ， 已 知 直 线 44, 垂直 于 平面 Ili， 因 
此 ，441 4A1B1， 叉 因 AB#A1B1， 所 以 48.| 图 144 
A4o 

这 样 , 直线 48 乖 自 于 直线 44; 和 40， 即 直线 4 至 垂直 于 位 在 平面 (Cdd) 上 的 两 直线， 
所 以 它 重 直 于 平 而 了 本 身 。 遂 作为 平行 于 A8 的 直线 所 刀 , 也 壬 直 于 平面 (C44,)。 所 以 直线 
AB, 涂 直 于 直线 AiC, 即 角 BAC! 为 直角 (B40, 二 90°)。 

必要 竹 。 

根据 定理 的 条 件 有 : 


LBAC—90°, 一 BidiC: 一 90*， 44 | 11, 
s 70 = 


假定 , 直角 B4C 的 边 4C 不 平行 于 平 夯 TT.。 

试 证 明 在 这 种 情况 下 , 边 4B 必然 平行 二 平面 IT。 

为 了 证 明 这 个 问题 ， 先 仔细 观察 投射 面 @(4BCB) 和 TC4CCT)( 参 看 图 144)。 因 为 直线 
AC 不 平行 于 平面 II， 也 就 不 平行 子 直 线 4C,。 那 么 过 平面 主 的 点 4 就 可 引 站 线 4C'8/ 
IC。 

内 为 直线 410, 地 走 十 平 而 日 上 的 消 直线 4B CCBNICI=90*) 和 44 044 LIED， 所 以 
它 也 重 直 于 平面 @， 即 4,C, | 日。 直线 40' 平行 于 直线 4101, 因而 它 也 垂直 于 平面 @: (40' 上 
©)。 

出 此 推出 直线 4C' 委 直 于 平 而 日 的 任何 直线 。 其 中 包括 4C' .| 48B。 但 直线 4C 也 垂直 于 45 
(BAC=90°), 

网 此 , 直线 4B_LT。 

男 一 方面 ， 直线 18) 和 疏 直 于 直线 A (因为 B14.01 二 90") 和 44,{ 因 为 441 L111 a 因 
此 , 直线 418; LT。 因 而 垂直 于 同一 平面 民 的 直线 4B 和 4,5, 互相 平行 。 结 果 , 4B 平行 于 平面 
了。 

3， 刚 才 证 明 的 定理 是 关于 直角 的 投射 , 即 两 条 六 相 垂直 的 相交 直线 的 投射 问题 。 但 是 也 可 
以 将 它们 推广 到 变 灵 两 直线 上 , 这 时 只 要 考虑 到 交叉 两 直线 (例如 , 直线 MN | 45， 参 者 图 144) 
的 夹 角 , 就 是 过 空间 任意 一 点 4 作出 的 ,分 别 与 已 知 交叉 两 直线 平行 的 两 直线 (4C J NM) 所 来 的 
平面 角 (LC4B=90°)。 

将 所 得 的 结论 用 十 复合 图 上 的 按 影 时 ， 可 以 这 样 说 ， 两 条 互相 垂直 的 直线 (机 交 的 或 交叉 
的 ), 只 有 当 这 两 条 直线 中 至 少 有 一 条 是 水 平 线 时 ， 它 们 在 水 平 投影 面 上 的 垂直 关系 才能 保持 不 
变 。 

-对 于 正 立 投影 面 和 铜 立 投影 面 的 条 件 可 作 同 样 的 表述 。 

图 145、146 和 147 表示 在 复合 图 上 互相 茵 自 的 直线 :9 | 如 51 了 和 ci Pp， 其 中 a、5 和 c 是 
一 盘 位 置 直线 ， 而 为 了 和 了 是 等 距 线 。 在 各 图 的 左边 的 两 直线 是 相交 的 , 而 右边 的 两 直线 是 交 
又 的 。 

应 该 注意 , 在 第 二 个 投影 而 上 , 由 于 不 满足 定理 1 的 条 件 , 投射 后 直角 图 形 失真 。 


图 145 图 146 
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4. 例 已 知 正 方形 的 水 平 投影 ( 算 形 41B.C1D1} 和 点 Be, 求 作 下 方形 的 正面 投 影 \ 罗 148) 。 

根据 定 丙 1, 只 有 正方 形 有 :条 边 平行 了 平面 I, 也 就 是 它 有 一 村 对 边 为 水 平 线 时 , 正方 彩 才 可 能 在 平面 IT， 
上 投射 为 一 个 利 形 。 因 为 正方 形 的 这 对 对 过 在 II 上 投射 为 实 疼 ， 所 以 它们 只 能 是 边 BC 和 4D, 而 不 散 45 和 
人 及 因为 4 本 二 了 Cl。 作 Bi0; LB1B;, 即 得 由 BC 的 正面 投影 。 

有 了 正方 形 的 边 48 的 实 长 (B.C,) 及 虑 永 下 投影 45, 就 不 准 作 内 宅 的 正面 投影 为 此 , 在 直角 过 4.B,， 填 
作 -- 个 斜 边 交 训 4* 二 BCLS 的 可 钊 三 角形 由 4*8,。 于 是 线段 出生 等 于 点 4 和 妈 的 高 床 益 ， 因 面 也 等 于 在 正 
面 投影 上 的 点 4s 和 Bs 的 高 度 益 。 从 直线 BC 向 工 或 向 下 载 取 长 度 为 414* 的 线段 ， 沿 连 系 线 便 乒 儿 点 4 的 
投影 4 和 4i, 然后 作 平行 四 边 形 4.B.0.D; 和 4:B,0,D:, 就 得 到 满足 于 已 操 条 件 的 两 个 解 (参看 岁 148)。 


§ 2， 任 意 角 的 正 投影 
在 上 一 节 研 究 过 直角 芍 正 投射 问题 之 后 , 我 们 可 以 肖 定 , 只 有 当 直 种 有 条 边 平行 子 拒 影 徇 时， 直角 才 撑 射 
为 冯 前 。 否 则 ,直角 就 投射 为 铝 角 或 锐 朋 。 自 然 会 提出 这 样 的 后 题 : 正 投 射 :个 尾 塌 角 时 ， 这 个 角 的 类 小 盒 起 
半 么 变化 。 tsi 
180 的 正 投影 。 
时 、 镜 角 利 鳞 钊 的 投影 也 可 以 稳 于 梓 投 


man A TN An OA 及 


~ A A A A 


射 的 角 。 


8 3， 最 大 斜 度 线 


1， 在 每 一 个 平面 的 所 有 直线 中 , 存在 一 些 对 投影 面 舌 区 最 类 的 直线 ， 这 些 直 线 称 为 对 投影 
面 的 最 大 斜 度 线 。 

利用 作 最 大 桂 席 线 ' 可 以 解决 确定 已 知 平面 与 投影 面 全 所 夹 两 面 角 的 大 小 这 度 鉴 问题 ,所 

下 办 看 着 一 不 55 之 1 

他 ”定理 移 证 明 参 看 了 H. 名 , 及 特 维 重新 等 < 通 法 几何 教程 、 诅 断 科 . 国家 技术 漳 伦 其 出 版 社 , 1956 年 版 。 


卫 . 中 . 切 特 维 重新 对 披 投 对 钊 6 的 可 能 位 置 挤 作 的 详 刀 分析, 参看 了 .<. 波 波 夫 * 尊 法 几何 教程 ?第 191 页 ， 英 斯 科 -列宁 
笛 勒 ,国家 技术 理论 书籍 出 版 社 , 1947 年 版 。 


a TD， 


指 的 渍 面 钊 答 于 最 六 斜 度 线 与 全 应 的 投影 面 所 构成 的 直线 角 ， 更 准确 元 说 是 最 天 余 度 线 .与 它 在 
这 个 平 而 上 的 技 影 间 所 夹 的 直线 角 。 

现在 来 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 3. 平 硬 上 上 乘 直 丁 恋 平 面 的 等 内线 的 直线 , 就 是 最 大 锋 度 统 。 

设 有 -- 个 一 般 位 置 平面 A (网 149)， 与 水 平 
投影 面 IT 相交 于 计 线 mw， 在 这 个 平面 上 3 引 一 灯 
垂直 于 水 平 线 的 直线 4B,(4B, 如。 

试 证 明 这 样 作出 的 直线 48, 对 投影 而 本 的 
倾角 ， 与 平面 人 上 其 作家 线 对 卫 , 的 倾角 相 比 较 
是 最 大 的 。 

本家 二 直线 及 的 直线 48, 也 得 直 寺 平面 的 迹 | 
线 mm{4AB,1 m}。 

直线 45; 对 平面 II 的 俩 人 角 是 由 该 直线 及 其 gy 
在 平面 1I， 上 上 的 投影 所 类 的 角 米 确定 的 。 作 44 图 149 
LI。 这 时 9 =A4B,4 就 是 所 求 的 直线 4B, 对 平面 的 颁 角 。 

还 要 指出 , 根据 定理 1, 斜 度 线 -Bi 的 投影 41B1 应 当班 直 于 直线 现 和 和。 

现在 在 平面 六 上 过 点 和 4 引 一 任意 直线 40,， 这 条 皮 线 不 与 育 线 4B, 重合 而 与 平面 IT 构成 
角 4C 4 一 ww。 试 还 明 中 关中 。 

为 此 . 先 研究 上 共有 公共 直角 边 44; 的 两 个 直角 三 角形 入 441B, 和 AAdiC,。 

在 这 两 个 二 角形 中 , 41B; 过 4.C4， 因 为 基点 4; 到 直线 妈 的 重 线 4B, 短 于 过 点 由 到 同一 立 
线 的 所 有 和 斜 线 。 其 次 ， 如 果 将 边 4iB; 绕 直 线 A441 施 转 而 使 研究 中 的 两 个 三 角形 平面 苟 全 在 -… 
赵 , 就 得 到 一 4 互 ,4 一 站 大 于 4C4= 中 因为 一 4 再 4 是 八 401, 的 外 角 。 

这 就 证 明了 角 外 沁 电 即 在 平面 A 上 重 直 十 该 平面 的 水 平 线 睛 的 直线 4B)， 实 际 上 就 是 对 水 
平 投影 贞 {I 的 最大 你 床 线 。 

上 面 已 经 说 过 , 最 大 斜 度 线 43, 的 水 平 投影 41B1 重 直 二 h.(d1811 4h)。 

2， 辣 样 可 以 证 明 , 在 平 而 A 上牌 喜 于 该 平面 的 正平 线 的 直线 ， 是 对 正 立 投影 面 JIs 的 最 大 
斜 底线 。 这 条 最 大 斜 度 线 的 正面 投影 研 直 上 平面 4 的 正平 线 的 正面 投影 。 

最 大 斜 底线 又 称 为 俩 锋线 或 坡 线 ， 

将 平面 A 上 对 水 平面 的 最 大 斜 度 线 称 为 " 坡 线 ?是 有 理由 的 、 因 为 一 个 有 重量 的 质点 正 是 
治 着 这 条 直线 4B, 从 平面 & 上 兴 下 来 的 。 对 平面 ls 和 TT, 旭 采 用 “最 大 斜 度 线 "这 - -名 称 较为 
合理 。 


Ta re ne A eA er ea 


Nr 


名 ”这 星 历 作 的 证 明 有 具有 普 访 赣 头 , 因为 对 平 商 A 上 的 芋 意 家 线 2 来 说 ,总 可 以 过 点 4 引 一 直线 与 它 平 行 (AC1 N14)。 
=。 ?yj 


为 了 作 最 大 偶 度 线 , 应 刻 光 作 等 距 线 。 我 们 作出 水 平 组 闷 (3 
BG,! 吾 | 可， BGs=:hy: BGSh, 
落 虑 到 生 旧 于 水 平 线 的 直线 在 水 平 抄 影 中 仍 保 兵 生 上 直 ， 所 以 作出 对 平面 IT 的 起 线 的 水 噩 投影: (CS 
有 BiG)。 这 条 玻 线 的 正面 投影 足 SaCa。 
直线 CS8(C,8 CS:) 证 是 对 水 平 投影 血 IT 的 坡 线 。 
为 了 作对 平 亚 了 的 最 大 余 度 级 , 先 作 正 平 线 了 (太太 ): 
B.F BBD;:: BF=f.: BF,=f,, 
然后 作 最 大 笑 肛 线 的 正 贞 投影 4,T,，A4sT, Bs, 再 作 它 的 水 半 投 影山 训 1。 
所 作 的 直线 4TPC4T, 4T,) 就 是 对 平面 IT 的 最 大 妖 度 线 ， 
显然 . 通过 平面 上 每 一 点 只 有 一 条 对 水 平 古 的 坡 线 和 一 埃 对 正事 商 的 能 大 斜 度 线 ， 因 为 过 平 而 二 簿 一 点 只 
能 作 一 条 水 平 线 的 斤 线 和 一 闲 下 直线 的 东 绕 ， 
为 了 确定 平面 ABC 与 投影 而 ID 和 IT 的 兴 角 只 要 供出 最 类 斜 度 线 CS 和 4T 与 有 关乎 击 I 和 和 ,前 夹 
角 就 可 以 了 。 
先 冤 定 直线 CS 与 六 备 了 I 的 炎 角 中 { 合 看 图 150)。 为 此 , 存 家 角 边 CS 上 作 一 今 百 仙 :角形 CS*, 该 
三 角形 区 第 二 条 直角 边 Si8* 锻 二 线 眉 e 一 一 -点 入 的 高 度 差 。 
作 浊 第 二 个 育 角 三 角形 4T2T*, 个 直角 边 人 7* 条 于 线段 +. v 为 点 44 和 全 的 深度 基 ， 就 求 得 直线 4T 对 六 
省 TT 的 颁 角 om。 
蜀 单 和 即 为 所 求 , 它们 确 衬 了 半 面 4BC 对 投影 面 IT 和 Is 的 儒 角 。 信 


应 该 注意 ， 只 变 在 图 上 给 出 平 而 对 水 六 投影 
机 或 下 立 投影 面 的 坡 线 的 投影 ， 就 足以 决定 那个 


站 ”参看 第 一 章 引 5。 
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例 2 试 作出 一 个 应 重 基 的 小 球 从 水 并 沿 多 棱 面 448CDEPG 流沙 时 的 运动 折 迹 ' 轿 150。 


显然 , 小 球 的 运动 轨迹 是 多 楼 奋 圭 的 某 - -条 折线 。 这 折线 的 租 段 喜 是 各 裕 侧 邓 半 面 IT 的 坡 线 的 线段 。 

为 了 和 作出 证 求 的 折线 , 首先 在 忆 知 镶 楼 面 的 各 楼 面 上 作 水 平 线 Bf BI DITT、FIF， 然 后 3| 到 1 BL、 
MLLETD MUM 上 DTI 和 了 EM?LF,IY,， 即 作出 轨迹 的 水 平 投影 ， 此 后 帮 几 省 点 的 正面 投影 对 二 33 
WM 有 

所 得 的 折线 EM: M31! 就 是 所 求 的 小 球 裕 多 楼 面 滚 落 时 所 求 的 迹 斩 。 


$4. 直线 与 平面 垂直 

1 在 解 度 吕 问题 时 常常 要 在 复合 图 上 作 平 画 的 法 线 的 投影 。 这 就 去 求 搞 清 -- 些 特征 , 使 得 
根据 这 些 特 征 就 可 以 从 复合 图 判断 出 直线 与 平面 在 空间 是 人 否 垂 让 ;或 反 过 来 , 可 以 在 图 上 作出 在 
空间 乘 直 的 直线 和 平面 。 

由 立体 几何 知道 , 如 果真 线 冬 由 了 一 平面 上 的 两 条 相交 直线 ， 刘 此 直线 冬 直 于 该 平面 。 

在 复合 图 上 , 直线 与 下 而 垂直 的 特征 可 和 由 证 列 定理 确定 ， 

定理 4 为 使 丰 线 要 直 于 平面 P, 必 妆 和 充分 的 条 件 是 :直线 的 水 来 投影 各 直 十 平 而 了 
的 水 平 线 的 水 平 投影 ， 丰 线 的 正面 投影 委 直 十 平面 的 正平 线 的 正业 投影。 

证 明 必要 性 。 

假设 前 线 % 冬 直 于 平面 P(A4BC) (图 152, 9)。 于 是 ,人 家 知道 ， 这 笨 直 线 带 直 于 平面 P 上 的 
任意 折线 , 其 中 包括 玉 面 P 上 征 意 的 水 平 线 和 正平 线 ， 


图 152 


根据 定理 1, 直线 nn 和 水 平 线 如 的 壬 直 福 在 水 平 投影 中 保持 不 安 (n1 肌 ) 《参看 图 152，4)， 
而 直线 色 和 正平 线 了 的 鼻 直 性 在 正面 投影 中 也 保持 不 变 (p* 上 fa)( 在 图 152,a 上 没有 表示 出 
来 )。 

充分 性 。 

假设 在 复合 图 上 , 直线 # 的 水 平 投影 垂直 于 水 平 线 的 水 平 投影 (ai: | 入), 而 它 的 正面 投影 筑 
胜 干 王 平 线 的 正面 投影 (ma 上 记 )。 于 是 . 根据 定理 I， 直线 ?在 空间 甜 直 于 直线 天 和 了 (za》)。 

这 样 来, 直线 4 垂直 于 平面 于 两 条 相交 直线 , 因而 懂 直 于 平面 了 本身 (n_,P)。 


。 FI» 


a 


2， 定 理 4 所 确定 的 直线 生平 而 者 直 的 畦 征 ， 合 我 们 可 以 在 偶合 图 于 作出 平面 的 法 线 的 各 
影 。 壁 如, 艳 岁 152, 6 上 给 出 了 在 平面 忆 上 点 了 4 处 的 波 线 afa: zi) 的 作法 。 法 组 的 投 结 
重 直 于 管 中 线 的 机 应 扳 逐 ; 21 和 加 二 户 。 显 然 , 在 便 F 投影 中 并 线 站 与 全 而 等 距 线 卫 的 投注 
也 乱 育 (na | pa)。 

3. eh 平面 的 法 ee 法 可 和 解 闪 如 下 的 问题 :将 一 个 已 在 伐 合 图 .上 给 出 共 谈 影 移 图 形 正 


"归结 为 闪 任 准点 条 投射 到 一 般 位 置 平面 上 , 为 下 必须 分 册 步 进行 ; 1) 过 点 
型 作 一 起 线 狂 舱 工 平面 之 ;2) 找 出 比 直线 与 平面 之 的 灾 点 亚 。 
点 邓 ”就 是 眠 型 在 拉面 去 上 的 投影 ， 这 个 投影 称 克 这 
， 上 盖 明 了 直线 与 平面 七 直 的 条 件 之 后 ， 我 们 来 研究 基 仁 各 线 或 
i 投影 而 ) 倾 射 一 定 为 密 的 问题 


- 平 鱼 对 另 一 平面 (特别 


了 现在 来 研究 几 个 全 
例 1 作 真 线 的 投影 , 合计 直 拉 通 这 点 由 此 对 玉 丙 世 抱 借 角 为 外 而 对 平 抽 的 倾角 为 g。 井 党 明 此 问题 
育 解 的 条 件 。 


解 题 (图 153? 的 根据 是 , 记 尿 的 育 终 应当 基 正 因 艇 曾 的 - ,条 母线 . 该 车 锥 面 的 旋转 轴 1 让 ,， 而 它 的 母线 与 “ 
底 平 一 小 的 角 汶 8。 
母线 AB 在 了 ,上 投射 为 实 长 (AB 一 4;， 这 训 身 线 实 长 及 它 对 Ts 的 倾角 中 就 可 确定 它 的 正面 投影 。 为 
此 , 过 欠 对 .4s 作 --- 直线 与 44.8, 之 光 角 为 ,多 过 点 Ds 作 敌 线 .Bto 洪 直 于 4206。， 则 线段 4aC 就 是 所 求 的 加 镁 
苹 线 下 硬 投影 的 长 度 .该 大 红 于 本 的 镍 如 辕 为 下。 以 4 为 辕 心 , A,0。 为 半 答 作 贺 弧 , 交加 输 底 面 的 摧 影 于 点 Cs 
和 DD, re 用 线 (4C AD、A5 和 让) 下。 
pg 现在 来 乏 计 角 9 和 中 的 关系 。 不 难 证明 ， 对 
于 一 般 位 置 训 线 ，8 十 W<80"。 实 际 上 ， 直 介 二 
人 角形 4.B,0; 和 4Bi0 具有 公共 斜 边 4, 记 (参看 
图 153)。 在 这 两 个 三 角形 中 ,由 于 直角 边 -Cs 
二 40 大 中 直角 边 未 0。 所以 wb。 考 虚 到 = 
90° 一 中, 芭 得 90° 一 qh 洛 人 起 者 
p24 m90° (1y 
如 果 取 9 十 一 90"， 就 得 到 钢 平 线 ， 因 为 在 
这 种 祖 滴 下 ,9 一 沾 和 A 一 A402。 


若 153 贸 154 


人 心 图 153 上 厅 出 的 平 商工 tx 及 是 略 于 例 2 的 。 
IFN6 


例 ? 过 点 王 作 一 平面 立 , 使 与 投影 面 耳 , 和 II 成 倾 他 Y 和 5, 并 说 明 此 问题 有 解 的 条 件 。 


~ 


ee (图 154)》， 而 直线 上 瑟 且 对 还 的 倾角 为 B& 则 


Y 一 8 一 90"” (2) 
后 为 三 角形 juPK, 足 具 有 直角 了 P 的 直角 二 角形。 至 于 平 陪 和 直线 a 对 平 而 Js 的 倒 角 显然 加 有 阿 样 的 关系 : 
3 十 中 二 90” {3 


这 样 , 为 了 作出 对 JJ 和 ITI; 的 倾角 为 和 8 的 平 辐 区、 谱 先 众 - 坦 线 g， 使 它 对 I 秀 卫 ; 仿 倾 鲍 为 8=90 
-- 立 外 中 一 90 一 B, 然后 过 已 知 点 卫 作 平 硬 之 1 a。 

这 个 问题 有 四 个 解 。 图 153 作出 了 共 中 一 个 可 能 的 平面 之 上 4。 在 多 上 ， 平 而 之 是 出 查 订 的 水平 线 短 征 
平 线 拖 出 的 。 共 余 三 个 平面 将 分 别 垂 下 于 直线 4C、 4 如 和 4F。 

现在 炒 织 计 角 Y 和 8 之 阅 的 奖 系 。 为 此 ， 把 等 式 {2) 和 (3) 蝴 边 逐 项 相 加 , 就 得 到 人? 十 区 十 
人 二) 一 180", 由 此 ,Y 十 3S<180"。 另 一 方面 , 8 十 中 <<90°[ 参 少 上 (1)], 因此 , Y 十 83>90"。 

这 样 , 对 于 一 般 位 置 平面 来 说 , 我 们 右 

90"<Y+i+ dT180°, 
对 十 侧面 投射 面 , 可 得 Y 十 8 二 90", 而 对 于 做 平面 , 则 得 v 十 5 一 180*。 


$ 5， 圆 的 正 投影 
!， 类 家 知道 , 加 的 平行 接 影 是 一 条 曲线 , 称 为 策 圆 @。 因为 正 投 影 是 平行 投影 的 特殊 情况， 
所 以 十 分 明 只 ， 贺 的 正 投影 也 是 棋 贺 。 
酉 中 的 这 样 一 个 定义 , 使 我 们 能 秒 用 回 在 正 投影 中 保持 不 变 的 那些 性 质 来 确定 磋 图 的 性 质 。 
假设 在 一 般 位 置 平面 @ 上 右 一 个 圆心 为 0， 直径 4 一 3 的 下 (图 155)。 将 这 个 辕 止 披 射 到 
水 平面 II 上 , 青 来 研究 所 得 椭圆 的 基本 性 质 。 
i 


图 153 图 156 


如 作为 痪 的 平行 抠 影 的 棋 癌 ,其 性 质 在 第 一 来 有 4 和 $5 中 有 更 详细 的 论述 。 
» IF 


攻 的 任意 两 条 不 相 重 衣 的 直 答 WN 和 KI 投射 为 儿 圆 的 两 条 直 径 开 ,W 和 下 ,上 5。 但 是 根 
所 定理 1 (参天 本 章 $ ,两 条 一 般 位 置 直 线 所 夹 的 直角 KON 在 投影 中 不 是 保持 不 变 的 ， 四 而 
椭 园 的 直径 江 ; Y, 有 KI 不 瑟 相 自 直 。 

同时 , 圆 的 直径 对 NN 和 帮工 的 共 印 性 在 投影 中 保持 不 变 ， 因 而 线段 H, W,， 和 五 , 亏 就 是 机 
现 的 两 条 卜 箔 直 和 众 开 ， 

风 的 一 对 其 轿 (天 相 垂直 的 ) 直径 的 集合 在 投射 时 确定 括 贺 的 类 似 的 一 对 共 斩 坦 径 的 集合 

2 我 们 来 求 精 圆 的 轴 , 它 是 糖 同 的 一 对 共 轿 并 互相 垂 丰 的 直径 ， 

为 此 , 在 图 上 选取 这 样 的 一 对 互相 亚 育 的 直径 4 而 0D, 其 中 之 一 ， 例 如 48， 半 行 寺 平面 
I,， 即 它 是 水 平 线 (图 1586)。 吕 然 ， 矢 下 于 dB 的 另 -… 条 直径 CD 就 是 平面 人 |- 对 平面 IT 的 
坡 线 - 

在 这 种 情况 下 , 根据 定 邹 1, 过 角 40D 在 平面 jh 证 投 射 为 实 形 ， 因 而 在 投影 中 就 米 得 精 圆 . 
的 一 对 共 轿 并 互相 垂直 的 直径 (4,B. | C4D,), 即 戎 阅 的 轴 @。 

3， 现 看 来 求 桶 匣 轴 的 大小。 椭圆 的 长 轴 A418, 是 位 在 综 虐 线 上 的 直径 48B 的 投影 ， 因 此 它 
等 于 线段 48B 的 实 长 , 即 竺 于 圈 的 直径 : 41B; = AB=&. 

椭圆 的 短 轴 CD 明 位 在 平面 避 前 破 线 上 的 直径 CD 的 投 山 。 坡 线 与 它 在 中 面 全 上 的 投影 
的 灾 角 CEC, 是 平面 外 和 上 类 成 的 两 面 角 的 直线 角 (LOEG, 一 9)。 

是 CD=CD' eosy, CD=A4B=W, OD =acosyg, 

4. 不 难 证 明 ， 人 在 平 而 工 ,上 的 揣 圆 投影 的 短 轴 与 过 点 心 所 作 的 平 而 外 的 法 线 的 投影 重合 
(参看 图 156) 。 

事实 七 ， 根 据 定理 4， 平 面 虽 的 车 线 OP 的 水 平 投影 0,P' 应 当 恒 直下 水 平 线 的 水 平 投影 
(D1Piih)。 换 句 话说, 法 线 OP(OP) 的 投影 与 本 图 短 轴 的 方向 重合 (OPi= DiC 1), 

5。， 贺 的 水 平 投影 着 伪 剖 这 个 结论 , 对 正 立 投影 画 和 侧 立 投影 面 显 然 也 是 正确 的 。 在 这 些 情 
况 下 ， ene ea 

最 后 的 结论 可 佣 述 成 下 列 定 

定理 5 etre te , 则 区 的 正 投 影 为 椭 效 , 其 长 山 等 于 加 的 
在 经 引 上 量 平行 于 平面 全 上 的 等 中 线 的 投影 ， 帮 知 轴 等 寺 cosy, 县 水 行 十 六 而 日 的 习 线 的 
本 沁 


各 治 


- 试 研究 所 得 椭 贺 的 轴线 比 : 

人 常数 。 (4) 
对 已 知 理 面 介 和 TI 米 说 {对 于 日 和 本 ;或 人 8 和 Tls 也 一 样 )， 角 和 cvs 是 和 常数。 因此 

“os 中 可 以 用 作 表 示 福 图 特征 的 轴线 比 , 而 这 个 比 , 正如 解析 几何 中 所 指出 的 , 也 表示 了 椭 加 形状 


这 ”提醒 一 下 ; 如 果 册 条 直径 中 的 每 一 条 痢 等 分 平行 干 另 一 条 直径 的 所 有 的 续 , 戎 这 两 条 直径 称 为 共犯 直径 {志春 第 一 点 
§ 4) 

绕 臣 的 等 分 在 投影 中 是 保持 不 变 的 ( 套 看 * 乒 沦 "3 1), 国 而 椭 罚 直径 的 共 亏 性 也 保持 不 变 。 

多 关于 作为 圆 的 在 写 投影 的 英 园 的 轴线 问题 , 参看 第 … 席 35。 
“78 。 


的 特征 。 

于 足 , 不 答 画 在 平面 多 土 占有 什么 位 置 , 在 平面 I[: 上 总 得 到 同一 形状 的 糙 现 。 

应 当 指出 , 当 角 四 给 定之 后 , 不 仅 椭 圆 的 形状 不 变 ， 而 且 精 圆 轴 的 位 置 出 不 会 随 着 圆 的 尺寸 
和 图 存 卡 而 全 上 的 位 置 而 改变 : 在 平面 II 上 ， 燃 贺 的 长 轴 总 是 平行 于 等 距 线 的 投影 ， 和 而 短 销 由 
平行 于 坡 线 的 投影 。 

如 果 角 中 增 大 , 则 长 钠 不 变 的 棋 贺 , 形状 变 得 越 米 越 扁 。 在 航 限 情况 下 ， 角 中 变 为 99"， 耐 
cos 中 一 0, 即 当 平面 名 垂直 于 平面 Ti 时 圆 将 投射 为 一 直线 段 (参看 图 156) ， 

如 果 cosqp 二 1, 则 平面 全 平行 于 投影 面 , 投影 椭圆 变 成 圈 。 

?7， 阅 明了 作为 加 的 正 投 影 的 类 圆 的 基本 性 质 之 后 , 我 们 就 可 以 转 到 在 复合 图 上 作 沽 的 投影 
的 问题 。 . 

这 时 应 当 醋 究 具 有 胖 征 吕 的 圆 在 空间 的 三 种 特征 位 署 : 

1) 位 在 等 皮 面 上 的 圆 , 在 一 个 投影 面 上 投射 为 圆 , 而 在 另 - .个 投影 而 上 投射 为 长 度 等 于 2R 
的 直线 段 ; ， 

2) 位 在 投射 面 上 的 圆 , 在 一 个 投影 面 土 投射 为 梢 贺 ， 而 在 男 一 个 投影 面 .上 投射 为 长 府 等 干 
3B 的 直线 段 ; 

3) 位 在 … 役 位 置 平面 上 的 贺 , 在 两 个 投影 徊 上 部 投射 为 梢 加 。 

我 们 只 研究 后 面 两 种 情况 , 因为 第 一 种 情况 已 不 需 进 一 步 涪 明 。 

设 圆心 在 点 0, 半径 为 天 的 圆 , 位 在 正面 投射 面 E(E:) 二 (图 157，c)。 选 取 网 的 两 条 互 朋 垂 
直 的 直径 4B 和 0D, 其 中 AB#TL, 而 CD HT。 这 样 一 来 , 直径 CD 与 平面 下 的 水 平 线 重 合 , 而 
4B 与 平面 已 对 于 面 I 的 坡 线 重合 。 

于 是 线段 41B, 和 4sB, 一 4B=2R 就 是 直 答 4B 的 投影 , 直径 CD 在 TI; 上 投射 为 一 点 C= 
三 0 而 存 平面 II 上 投射 为 线段 CD1=0D= 2R, 
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根据 定理 1， 资 径 48 和 CD 的 迁 直 性 在 水 平 投影 让 保持 不 变 ， 因 为 有 一 条 直 签 下行 于 [i 
《CD fT,)。 因 此 , 根据 定型 5, 线段 4,B1 和 CD 是 权 贺 的 短 轴 和 长 轴 ， 并 可 用 第 ' 章 $5 中 所 
述 的 方 靶 作出 椭 加 (参看 图 157 oo 

应 恋 注 意 , 情 圆 的 短 油 省 2 与 球面 的 系 线 的 投影 ni 重合 (参看 定理 5)， 

同样 可 以 作出 位 在 永 罕 投 对 面 HCH) 上 的 网 的 投影 (图 157, 5)。 

设 给 出 一 个 位 在 一 般 位 置 站 耐量 .上 的 加 ,其 回 心 在 点 D(O 02), 半径 竺 于 RR, 平面 外 在 图 上 
用 过 点 口 所 引 的 法 线 2fn 92) 给 出 ( 玉 158)。 

根据 定理 5, 种 园 的 长 辆 应 等 于 2B 并 平行 于 平面 人 @ 上 千 距 线 的 投影 。 这 些 线 在 疼 1 是 不 难 
作出 的 。 为 此 , 引 次 L002 和 二 a 以太 .L010; 和 fnz。 于 是 ， 为 了 确定 正面 投影 二 的 
椭圆 的 长 轴 4sB;, 只 要 洛 正平 线 fi 薇 取 线段 00d 二 0sBs 二 RR; 水平 投影 上 的 沛 图 的 长 轴 CD 也 
等 于 2B 并 沿 着 志 线 及 配置 。 

喇 的 直 徐 48 和 CD 的 第 二 个 投影 力 有 和 0.D; 不 难当 着 连 系 线 求 出 ( 参 姑 图 158)。 

现在 来 求 烙 而 ( 圆 的 正面 投影 ) 的 短 轩 , 这 个 由 是 由 长 机 4;8s。 和 桶 国 上 一 点 Di 给 出 。 

为 此 , 必须 进行 下 烈 的 作 图 隐 ; 作 一 个 中 心 为 8; 和 于 花 为 瑟 的 回 ; 引 直 线 Del #8 到 与 圆 交 
”于 点 1 和 连接 点 0; 和 31Ds2 Vf 开标 出 点 2 二 Ds2 x Os,1。 线 有 段 022 确定 向 轨 短 从 和 希 的 长 度 , 适 
轴 的 方向 由 直线 wz 确定 ， 

水 平 投影 上 的 模 贺 , 瞧 短 纪 也 可 衬 反 同一 型 由 川 同样 的 方法 修得 。 
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8B， 试 所 究 一 个 全 于 。 如 时 已 直 由 心 丰 点 Q4O。 0 的 加 的 水 平 投影 为 俏 加 此 得 线 为 48 和 CH 几 
1591, 这 作弄 加 的 下 机 投影。 
棚 据 定期 5 可 以 世 定 ,在 II FE 投 射 为 出 贺 长 轴 的 车 直 答 48 是 水 平 屯 放置 的 。 所 以 引 了 和 上 0,0,，， 洛 迹 系 


印 ” 疹 在 第 一 竟 8 5。 
=- £1) 。 


线 求 出 线段 4:B, 一 一 直径 4B 的 正面 投影 。 

为 了 作出 直径 CD 的 正面 投影 CD; 可 进行 如 下 : 作 直 角 三 角形 O,CC+， 它 的 -直角 这 01C' 等 于 椭 团 的 
牌 半 轴 ( 贺 的 半径 的 投影 )， 而 新 边 0,0* 等 于 椭 网 的 长 半 辖 (加 的 半径 实 长 )?。 寺 是 第 “条 直角 边 C10* 表示 点 
CLOD) 比 点 0 (O00) 高 (或 低 ) 凶 少 。 在 过 点 0; 所 引 的 连 系 线 上 起 取 线 段 uC 一 CC+， 就 求 得 点 Cs:、 然 后 求 出 点 
De( 参 看 图 159)。 

这 样 , 作出 了 圆 的 两 条 互相 答 宣 的 直径 4B 和 CD 的 正 页 投影 4,8, 和 C,D;， 即 椭 图 的 共 瑟 宣 径 , 就 可 以 作 
出 撒 国 宇 。 


§ 6 两 平面 互相 垂直 ， 杠 互 垂 吉 的 一 般 位 置 直线 

1， 由 立体 几何 知道 , 如 果 两 个 平面 翌 和 了 互相 得 育 , 划 其 中 每 一 个 下 面 必 通过 男 一 个 平面 
的 牌 线 ， 疏 各 直 十 另 一 个 平面 了 上 的 直线 。 梧 如 ， 丰 网 150 上 ， 平 面 马 通过 牌 直 十 平面 了 的 直线 
,而 平面 P 也 通过 垂直 于 平面 三 的 直线 4。 可 以 用 另 :种 方式 说 : 平面 了 亚 直 十 平面 叉 上 的 间 
线 D。 

直角 4 有 HB 是 两 个 近 相 短 直 的 学 面 卫 和 由 之 所 严 丙 面 角 的 直线 角 。 

过 空间 一 点 召 可 坎 作 任 闸 务 少 的 平面 牌 直 十 已 知 个 面 忆 《参看 图 160)。 所 有 这 些 平 面部 道 
过 从 虑 如 a PP 的 乳 线 5 但 过 个 策 家 于 于 而 了 的 直线 mm， 只 龙 作 唯一 的 一 个 简直 于 平面 
的 平面 之 (< 加, 叶 面 记 可 由 直线 台 及 从 直线 黄 上 任意 一 点 引 到 平面 P 的 事 线 5 给 出 。 

2. ep -下 例 了 。 


例 1 过 已 各 直线 9 和 侍 一 平面 P, 使 三 直 耶 相 区 两 真 线 5 和 4 给 出 的 -- 般 位 置 平面 3{ 图 161)。 


~. 


应 当 过 直线 8 十 的 任意 点 尖 作 平面 芝 的 惟 线 p(B, 82)。 为 此 , 作 岂 平面 马 的 水 平 线 入 (各 ， 抽 ) 和 正平 线 上 


全 应 让 注意 , 角 四 = 必 C10;C*( 鲍 看 图 159) 的 余弦 等 二 天 加 的 轴线 比 (cosyp 一 字 扣 ), 并 确定 了 关 所 在 的 平 丽 对 平 而 
并 的 舌 角 [ 医 看 定理 5 和 公式 (4)3。 


全 ”如果 线段 Cups 由 点 C04 向 下 载 取 ;就 得 到 河 题 的 第 二 个 解 、 
名 ”入 据 共 才 走 径 作 椭 网 的 方法 省 看 第 一 章 辣 4 之 5。 


Se 


{1, 了 .再 过 直线 a 上 的 点 六 (CM, 习作 p41 和 Ps 1， 

由 一 对 相交 直线 和 卫 确 定 的 所 求 平面 P, 种 过 平面 三 的 复线 及 因此 和 焉 直 于 平面 芝 

例 2 过 忆 知 点 天 人 -正面 技 灶 页 , 使 玲 必 于 ， 艇 位 置 下面 @, 平 测 6 玛 角形 4BC 给 出 (图 162)。 

所 求 店面 工 应 当 尖 音 十 已 知 平 面 念 上 的 直线 。 因 为 平面 1 是 正 而 投射 面 ， 所 以 生 育 于 它 的 直线 星 然 弟 正 : 
平 线 。 

主 是 , 作 平 面 9 的 正平 线 了 二 AF, 然后 过 点 时 作 直 级 Ts,1. dF,， 

平面 PTe) 垂直 于 平 而 母 上 的 直线 了 人， Jo ,因而 于 下 于 平面 包 本 身 。 

从 人 必 图 中 可 见 , 问题 只 有 峻 一 的 解 。 
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3， 午 直 的 两 宗 一 般 位 兽 夏 线 。 两 条 一 般 位 
传真 线 间 所 夹 的 直角 投 针 到 两 个 投影 而 上 图 形 
失真 .到 此 在 作 这 种 直线 的 技 影 时 ， 划 根据 这 样 
的 条件 ， 另 两 条 直线 ， 只 有 过 其 中 任 一 末 顽 线 都 
可以 作 一 个 平面 垂直 于 其 余 那 条 直线 时 ， 才 是 互 
相生 站 的 。 

要 把 这 样 一 个 冬 直 条 件 应 用 到 复合 图 某 ， 我 
人 可 先 从 下 面 的 讨 兴 人 手 : 设 直 线 ! 垂直 寺 直 线 
4{ 图 163), 于 是 过 直线 2 可 以 作 一 个 垂直 十 直线 
a 的 玉 面 >。 这 个 平面 将 平行 于 另 一 个 于 而 
P， 平 向 了 通过 直线 & 上 的 点 人 在 
(六 PP)。 这 样 ， 直线 ! 忆 当 平行 至 平面 P， 
而 平行 十 平面 P 内 一 条 直线 (LjP,t jE)。 

J - 寂 了 全 两 委 -- 般 世 中 下 线 - {和 la 总 得 


A As 县 就 5 玫 县 本 下 如 [上 有 的 永 东 J 


可 大 以 前 讲 过 的 丙 直 绪 平 行 和 直线 5 字面 省 的 特征 ， 利用 刚才 讨论 的 关系 就 站 可 以 让 复合 
a» 2 » 


图 上 作出 互相 乖 直 的 直线 。 

4 设 在 图 上 给 出 交叉 两 直线 a, az7 和 4 (di, do) (图 164) 。 试 判断 它们 是 否 垂直 ? 

前 面 已 经 确定 过 , 如 果 直 线 @ (或 !) 平 行 于 平面 P(P 上 2a)， 或 者 换 名 话说, 平行 于 平面 上 
某 一 直线 , 则 直线 4 项 直 于 直线 4。 

因此 , 过 直线 a 上 的 任意 点 型 作 平面 P; (Pa)， 此 平面 由 等 距 线 闫 和 了 给 出 。 企 平面 上 上 
作 直 线 GE 有， 使 其 正面 投影 GPa 平行 于 za。 由 直线 @ 是 否 平 行 于 平 向 P 就 决定 十 @ 是否 平 
行 于 GF, 即 4 是 否 平行 于 GF。 

在 已 知情 况 下 , @ 不 平行 于 CGIPu 因此 4 不 平行 于 P, 因而 4 不 各 直 于 a。 

作 投 影 了 GF 则 得 垂直 于 a 的 菜 一 直线 5(i, 13)。 


复习 题 
， 在 什么 条 件 下 , 直 表 正 投射 为 直角 ? 
角 a 一 35” 能够 成 为 角 且 一 120" 的 正 投影 吗 ? 【说 明 这 两 个 角 在 空间 的 位 于)。 
， 怎 样 确定 加 的 " 斑 回 投影 ?的 轴线 方向 它 的 轴线 比 千村 什么 ? 
在 复 含 图 上 如 何 表示 真 线 与 平面 的 相互 愤 直 > 【 试 举 - 个 例子 )。 
， 试 述 两 条 一 般 位 置 直线 互相 重 直 的 必 杰 和 充分 条 件 。 


a 


练 习 是 


1， 在 图 上 给 出 平面 P 对 平 商 J 的 坡 线 如 (oa m2) 的 投影 {图 1685}。 求 尾 平 交 P 的 投影 4 用 相交 两 直线 给 
出 )。 
又 设 给 出 平面 P 对 平面 IT 的 最 大 斜 度 线 1 (5 713), 试 解 比 同一 题 。 


只 


图 185 图 36E 
2， 已 知 正 方形 一 条 边 4B(41B, A2Bs) 的 投影 和 另 一 条 这 上 b 的 水 平 役 影 如 的 方 千 (图 166)， 求 供 启 正方 形 
的 投影 。 
3. 试 过 三 角形 4BC(41BC1, 4:Bs04} 的 边 4B 作 :个 刁 吉 子玉 面 (4BO} 的 平 也 PiABXn)。 
4， 求 作 直 线 atay ea) 与 投影 轴 zt 的 公 和 于 线 (图 167)。 
3 


02 


! 让 
0 i m2? 
1 
图 167 图 168 


5。 试 作出 过 点 于 (HI 基 s) 关 重 直 于 已 知 直线 了 《了 014) 的 直线 加 (my) 的 正面 投影 m.( 图 168)。 


和 民 竹 。 


VU 
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第 五 章 ”复合 图 的 变换 法 及 
其 对 解 题 的 应 用 


村 避 还 是 


8 1， 一 般 知识 和 定义 ' 更 换 投影 面 法 


1， 由 于 已 知 几 何 物体 (原形 体 ) 对 投影 面 处 二 任意 位 置 而 投射 到 这 些 平面 上 图 形 失真 . 许多 
空间 问题 (定位 问题 和 度量 问题 ) 在 复合 图 上 的 解 使 常常 复 杂 化 。 所 以 , 为 了 使 解 题 简单 一 些 , 常 
采用 复合 图 的 变换 ， 使 原形 体 土 对 我 们 有 用 的 直线 和 平面 图 形 由 对 投影 面 的 -- 般 位 置 变 为 特殊 
位 置 (投射 线 、 投射 面 和 等 距 线 , 等 算 面 ) 。 

在 余 上 给 出 特殊 位 置 的 直线 和 平面 ， 可 使 解 题 大 为 简化 , 并 能 使 佣 题 可 用 最 简单 的 作 图 来 
实现 。 

; 例如 , 要 从 点 如 CM 下) 作 一 妹 线 到 水 平 线 (有 下) 只 要 作 有 线 于 ;和 N, 1h,( 蜀 169，a)， 
沿 着 连 系 线 求 出 点 ws， 并 将 Ya 与 点 4s 连接 起 米 就 行 了 。 根 据 已 知 图 形 还 可 直接 定 出 水 平 线 
线段 4B=4,8, 的 实 长 和 水 平 线 与 平面 II; 的 类 角 8 的 实际 大 小 。 

如 果 直 线 a(a;, ez) 是 正面 投射 线 ( 图 169，6)， 则 不 仅 容易 作出 从 点 下 到 直线 a 的 重 线 KL 
(Ki KL (大 这 La》, 而 且 还 可 以 定 出 点 到 直线 的 距离 下 工 一 天 :了 工 。 的 实 长 。 

当 在 图 卡 给 册 特 殊 位 置 平 画 时 , 也 可 以 同 拌 解 题 。 

例如 , 不 难 作出 从 点 DCD,, Pa) 到 水 下 投射 面 入 (A) 的 敢 线 D(CD,8,， D5) 和 求 出 它 的 算 
是 (Ey Er)。 为 此 ,只 要 作 D;E;LA 和 DsBs4D,D; 就 行 了 。 这 样 还 同 阿 定 出 了 点 到 平面 的 距 
离 (等 于 线段 D1.B1)。 


图 163 
于 曾 A 与 IIs 的 夹 角 叶 可 根据 图 家 接 定 出 (参看 图 170, o) 。 
当 平 面 图 形 平行 于 一 个 投影 面 , 即 忆 是 等 取 面 时 , 确定 它 的 实 形 租 更 加 简单 。 
在 图 170, 5 上 , 位 在 水 平面 如 (号 ) 上 的 二 角形 P8B 投射 到 平 而 [4 不 失真 (APiQ.P 一 
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从 POR)。 在 平面 日 上 的 括 何 作 网 部 可 在 水 于 技 影 上 二 接 进行 。 例 如 ， 如 时 要 岂 二 角形 P&B 的 
外 接 贺 , 只 要 画 出 三 角形 PQ.R' 的 外 接 圆 就 可 以 了 。 

上 述 例子 足以 说 盟 使 原形 体 从 对 投影 面 的 -.- 役 位置 变 为 特殊 位 置 的 优点 。 

图 形 可 用 下 列 方法 变换 ; 1) 改变 空间 物体 对 投影 面 的 和 对 位 置 、 使 它 从 一 般 位 置 变 为 特殊 
位 置 ; 2) 改变 投射 方向 《例如 正 投射 改变 为 斜 投射 )， 同 时 引信 新 的 投影 面 或 仍然 伯 留 提 的 投 
影 面 。 

改变 物体 对 投影 面体 系 的 相对 位 置 , 可 以 采用 两 种 基本 方法 : 

1) 更 换 已 知 的 投影 面体 系 为 新 的 体系 , 使 保持 不 动 的 空间 物体 对 新 体系 处 于 特殊 位 置 (页 
换 投影 面 法 ); 

2) 移动 空间 物体 , 使 它 对 保持 不 变 的 投影 面体 系 处 于 特殊 位 置 (平和 运动 法 和 族 转 法 ) 。 

改变 投射 方向 就 要 在 旧 的 投影 面 上 或 者 在 特别 引信 的 新 投影 面 上 作出 物体 的 辅助 投影 〈 畏 
助 投 诗 法 )。 

本 准将 研究 所 有 上 述 的 复合 图 变换 方法 , 并 说 表 它 们 的 实际 应 用 。 

2， 更 换 投影 面 法 ”更换 投 影 面 法 的 特点 是 把 已 知 的 平面 体系 (“ 旧 体 系 ") 转变 为 两 个 互 和 
疏 直 的 平面 新 体系 ， 物 体 的 投影 是 佳 已 知 的 体系 中 给 出 的 ， 更 换 时 ， 物 体 本 身 的 空间 位 置 仍然 
不 变 。 

许多 问题 只 受 更 换 两 个 妥 投 影 面 之 一 就 得 以 解决 ， 例 如 ， 将 平面 II; 更 换 为 水 平 投射 面 IT。 
(ItLID》@ 或 将 平 而 I 更 换 为 正面 投射 而 TTs(Tls.LT;)。 

另外 有 一 些 问 题 则 需要 将 旧 体 系 的 两 个 投影 面 依次 用 新 的 代替 , 例如 , 用 平面 If. 上 IT 更 换 
平面 IJ 使 平面 体系 {IL, I1;) 竣 为 中 间 体 系 (II, I[W), 然后 将 平面 条, 更 换 为 平面 II 上 II ， 即 
得 新 的 投影 面体 系 (11。, JTs) 以 代替 提 揭 体系 (41 [2)。 

应 该 注意 , 依次 更 换 两 全 投影 而 就 可 以 将 一 个 任意 平面 变 为 撤 影 而 。 假 定 要 将 基 半 面 王 变 
为 投影 而 , 可 先 作 平 面 i 迁 直 于 平面 和 和 I1, 然后 将 I 更 换 为 了 三 Jis(HUs 1 。 

在 实践 中 还 可 能 遇 到 用 更 换 两 次 投影 面 的 方法 仍然 不 能 解决 的 问题 。 这 时 平 而 的 更 搞 还 可 
以 继续 下 去 , 从 体系 (IJ IIs) 变 为 体系 (JJs, 条。) 等 综 。 

3 更 换 一 次 投影 面 ” 没 已 知 一 对 投影 而 JI 和 II 图 171，6)}。 将 任意 点 4 投射 到 这 两 个 
平面 上 并 作出 它 的 投影 4 和 加。 取 一 新 投影 上 本 生育 于 于 而 于 ,并 将 点 4 投射 到 这 个 平 而 
上 , 所 得 的 投影 用 44 表示 。 

前 面 说 过 , 点 企 空 闻 的 位 置 由 它 的 两 个 投影 (例如 , 投影 4! 和 42) 和 确定 。 世 是 从 图 171, a 可 
以 看 出 , 当 投 影 面 , 和 了 4 给 定之 后 , 另外 ~ 对 投影 4 和 4 也 能 确定 空间 的 同 … 个 点 4。 

这 样 , 我 们 储 旧 体系 (C11, TI;) 中 有 点 所 的 投影 , 在 新 体系 (ID, IJ) 中 也 有 人 它 的 投影 。 在 第 一 
种 情况 下 把 它们 记 为 : 4(4,, 4a), 在 第 二 种 情况 下 记 为 : 4(4, 44)。 

显然 , 这 两 个 体系 是 绝对 平等 的 (两 个 平面 [is 和 11, 都 系 直 于 平面 IIL)。 


@ 新 体系 的 平面 用 Te. Hs 等 表示 , 以 别 汪 时 体 看 的 平 协 ITi, Hs, Ts。 
» Be 。 
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因此 , 我 们 以 前 对 体系 (II II2) 所 确定 的 特性 完全 适 月 于 体系 (ID，II) 。 疝 题 在 于 怎样 将 
外 体系 中 的 图 形变 换 为 新 体系 中 药 图 形 。 为 此 先 要 确定 当 从 旧 体 系 转 到 新 体系 时 ， 哪 些 特性 保 
持 不 变 。 显 然 , 那些 投影 特性 只 与 则 定 的 平面 iT 有 关 , 即 : 

1) 点 4 的 水 平 投影 41; 

2) 点 4 的 高 度 : 44 一 4iz4 一 4444 一 3 保持 不 变 。 

现在 来 研究 在 复合 图 上 从 体系 (II, Ts) 变 为 体系 (Tl, 万 9 的 作 周 步 双 。 在 轿 171, 6 .上 有 投 
影 酉 [II* 轴 zi 成 的 投影 4 4 和 成 412。 

引 新 的 投影 轴 se 它 和 确定 水 平 投射 面 HI 的 位 置 ， 又 过 点 4 引 轴 si 的 者 线 并 作出 点 4,。 
在 所 作 的 垂 线 上 瞩 取 线段 41:44 一 4424, 二 有 。 这 样 作 邮 的 点 4 就 是 点 4(4 42) 罕 平面 人 上 
的 投影 。 

用 Cs 表示 两 条 轴 的 交点 (这 是 三 个 投影 都 重合 的 点 )， 然后 米 研 究 点 4 的 旧 投 影 与 新 投影 
之 间 的 连 系 线 。 

内 为 人 La 和 I, i I1,, 和 4 和 4 Cd zi 即 
的 奖 线 , 即 de Las 

我 们 彤 新 平面 Hl 代替 了 正 立 投影 看 II; 且 保持 了 平面 TI, 泥 直 于 IT 的 覃 求 ， 罗 即 它 是 水 
平 投射 而。 同样 ， 可 以 用 一 个 新 平面 1s 代 准 水 下 投影 面 开 ,， 这 个 于 面 应 当 是 正面 投射 面 (图 
172), 

因此 , 我 们 有 了 点 型 (CH， 和 2) 华 旧 体 系 (LL, 了 1) 中 的 投影 和 它 在 新 体系 (11,, Is) 中 的 投 斥 
好 (so 

在 这 种 情况 下 , 下 列 投影 特性 保持 不 变 : 

DD 点 亚 的 正面 投影 于 5 

2) 点 酒 的 深度 : ,二 和 14 = 和 = vv。 
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图 172 项 179 


图 173 表示 在 复合 图 上 由 体系 (IL, Hs) 向 体系 (> ITs) 的 转变 过 程 。 连 系 线 好 :4 耿直 十 
新 轴 sso 

4 更换 两 次 投影 面 更换 两 次 投影 面 的 作 刚 步 始 . 原则 上 与 更 换 一 次 投影 面 时 所作 的 步 双 
. 宙 有 什么 区 别 。 这 时 应 当 遵守 的 一 般 规则 是 ， 点 的 新 投影 离开 新 投影 儿 的 距离 等 于 被 更 换购 投 
影山 开 前 一 条 轴 的 中 离 。 

图 171 表示 点 4C41, 42) 在 旧 体 系 (T1,, II?) 中 的 投影 向 它 在 新 体系 {IL II 中 的 投影 一 一 
-4 9 要 人 的 转变 。 

使 平面 的 更 换 过 程 继续 下 去 , 并 使 体系 (II，IIJ( 这 个 体系 现在 已 是 “ 旧 ” 的 门 变 为 新 体系 
XL Ho, 为 此 , 可 用 季 直 于 开 , 的 新 平面 Is 代替 平面 1。 在 复合 图 (图 174) 上 , 引 新 加 ss 和 
新 的 连 系 线 4444s _s4s。 在 这 条 连 系 线 上 截取 线段 434s 一 444= 这 样 得 到 的 点 4 就 是 点 4 
泪 平 邮 Iis 上 的 投影 。 点 4 的 投影 鳃 从 (4 40) 变 为 (4i, 45) 。 

因此 ， 用 原形 的 新 投影 代 村 被 更 换 的 技 影 的 作法 与 原形 的 两 个 旧 投 影 ( 不 更 换 的 投影 和 被 
更 换 的 长 影 ) 用 关 ， 过 不 更 换 的 点 的 投影 作 新 的 填 系 线 委 上 于 新 轴 , 并 且 根 据 被 更 痪 的 投影 量 出 
挨 形 发 讽 开 旧 办 的 高 庆 或 洒 认 ， 然 后 在 新 的 连 系 线 上 自 新 铀 起 攻取 这 些 高 订 或 深度。 
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$ 2， 用 更 换 投影 面 法 解决 的 基本 问题 


1， 玫 更 换 投影 面 法 解决 各 种 问题 (定位 问题 和 度量 问题 ) 以 下 列 四 个 基本 问题 的 解 为 基础 。 
问题 1 将 一 般 位 置 直 线 1(1, 73 变换 为 新 投影 而 体系 山 的 等 距 线 。 
图 上 的 一 般 位 置 直线 1 用 线段 48(41B1, 42B;) 给 出 (图 175) 。 因 为 在 复合 图 上 投影 加 的 位 
置 (“距离 的 计算 基准 ") 可 以 自由 选择 ,这样 就 本 从 过 最 低 的 点 4 引出 这 条 轴 (ziz .4142)。 
从 图 中 可 见 , 直线 1 不 是 等 路 线 , 因为 它 没有 一 个 投影 平行 于 轴 1s。 所 以 , 要 使 ! 变 为 综 距 
例如 变 为 对 新 投影 面 的 正平 线 , 我 们 作 水 平 投射 耐 TI 平行 于 7， 从 而 将 体系 (IL IT) 变 为 体 
系 (IT TL) 。 平 面 I, 的 水 平 投影 s1,， 即 新 的 投影 轴 ， 应 选 得 平行 于 1,。 为 了 作 直 线 1 的 新 的 
正面 投影 , 多 作 出 新 的 连 系 线 , 并 在 其 上 标 出 点 4 和 B 移 新 投影 ， 在 轴 su 上 (84=0) 的 点 4 和 
高 度 为 ?=B1484=B1s5s 的 点 Bs。 将 作出 的 点 连接 起 来 , 便 得 到 直线 的 新 投影 (4(44B0)。 
这 样 , 在 新 的 投影 面体 系 (IT, IT/) 中， 直线 1 (L110) 是 正面 等 滤 线 , 因为 zy su， 因 曾 1 认 
IT,。 所 以 线段 4.B, 等 于 线段 4B 的 实 长 。 
总 之 , 将 平面 II: 更 欣 为 平面 条, 后 , 我 们 得 到 如 下 的 结果 : 
1) 直线 1(0, 14) 变 为 等 距 线 ; 
2) 线段 4.B, 等 于 线段 48 的 实 长 ; 
3) 投影 44B4 与 轴 2 的 交角 下 等 下 对 水 平 投影 IT, 的 倾角 的 实 形 了 。 
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1 - 股 位 置 直线 杰 换 为 各 虐 线 ( 寡 看 图 175) 。 

为 了 将 直线 【485) 变 换 为 投射 线 ， 还 需要 首 更 换 一 次 投影 面 ， 使 体系 〈II,, I1,) 人 
(TL Ils) 。 

。 选择 新 的 投影 面 IIx 垂直 十 投影 面 IT, 并 且 还 使 它 垂直 于 直线 4 有 8Y TI 这 样 一 来 , 直线 4 
就 成 为 投射 线 (IIs | 4B)。 

在 图 上 (参看 图 175)， 应 当中 新 的 投影 答 垂直 于 44B4(ss 上 44B0。 因 而 在 这 种 情况 下 , 和 过 
系 线 4tde 和 BiB; 与 直线 44B, 重合 。 在 迹 系 线 上 从 新 轴 su 起 截取 线段 %， 使 等 于 真 线 上 上 扒 
点 对 平面 114 的 深度 , 好 得 已 知 直 线 在 平面 II 上 的 投影 , 其 形状 为 一 点 ls 二 4; 三 Bi.。 

这 样 , 在 第 二 次 更 换 投影 面 之 后 , 便 转 到 平面 体系 (IL, He)。 这 时 得 到 如 下 的 结果 : 直线 4 
驹 为 对 平面 Is 的 投射 线 , 它 所 有 的 点 ( 整 条 直线 ) 在 平面 IT 上 投射 为 一 个 点 4 三 Bso 

问题 3 将 一 般 位 置 平面 日 变换 为 新 投影 面体 系 中 的 投射 面 。 

图 上 的 一 般 位 置 平 醒 但 用 三 角形 48G{41B1C,, 4;B.0s) 给 出 。 要 使 介 痰 为 投射 侧 , 例如 变 为 
焉 面 投射 而 ,应 当 用 平面 Il 代替 平面 II 使 TI 垂直 于 @ (图 176)。 

为 此 , 在 平面 昌 上 作 水平 线 zii, ia)， 并 选择 新 投影 面 I, 奈 直 于 该 水 平 线 ， 也 就 是 重 直 于 . 
进 未 更 换 的 投影 而 Ii。 这 时 , 水 平 线 志 和 已 知 平面 @ 对 平面 代 4 成 为 投射 位 置 。 


名 对 腾 图 189, 0, 图 上 的 水 平 线 无 中搜 在 图 上 得 到 问 样 的 结果 。 
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为 了 在 复合 图 上 实现 这 个 更 换 ， 引 新 技 影 轴 
st 垂直 于 水 平 线 的 水 平 投影 加 (3 RD) 。 然 后 
过 最 低 点 .C2 引 旧 加 zz2(z12 上 C102), .并 在 相应 的 
新 连 系 线 上 作出 点 的 新 投影 4,，B, 和 C4， 它们 
位 在 “条 直线 (平面 日 的 新 投影 8@,) 上 。 

总 之 ,将 炒面 TT 更 换 为 拉面 但, 后， 得 到 各 
下 的 结果 他 : 

1) 平面 4PC04.BIC BO) 变 为 技 射 面 ; 

2) 投影 (4.B.C 与 加 si 的 夹 角 等 于 平 前 
对 水 王 疫 影 面 [1 的 倾角 的 实 形 。 

问题 4 将 一 般 位 置 平面 日记 换 为 新 投影 休 
系 中 的 等 虹 而 。 

上 面 已 经 研究 过 用 更 换 一 次 投影 面 的 方法 将 
一 般 位 置 平 而 变换 为 投射 面 (参看 图 176) 。 | 图 175 

要 把 山寺 角形 4BC 给 出 的 平 址 变换 为 等 距 面 ， 应 把 平面 体系 (TT，1T 变 为 新 体系 (1 
HLs), 即 再 用 新 平面 IIsY 名 代 术 平面 II。 为 直 , 在 加 上 引 人 和 人 新 铀 ss 三 日 ., 并 在 连 系 线 44de CC; 
《CsCe [si) 上 鹤 取 线段 444s 一 444 和 CC 一 CaC。 点 总 与 B 重合 。 于 是 得 到 平面 48C 的 
新 投影 4;BsC;。 

总 之 ,依次 更 换 两 次 投影 血 后 , 我 们 得 到 如 下 结果 : 

1) 平面 48C(44B4C4 As BeCs) 变 为 平面 [Ts 的 等 距 面 ; 


§ 3， 用 更 换 投影 面 法 解 题 的 例子 


例 1 求 作 变 尺 酚 直线 的 公 生 线 。 

己 知 奖 义 陋 表 线 4B 和 CD( 图 177,0) 。 在 焉 目 十 已 私交 叉 本 直线 的 无 数 育 线 中 , 只 有 一 素 公 玲 线 与 这 两 条 
己 知 上 直线 相 诡 。 在 这 公 王 线 上 呐 交 点 癌 的 线段 , 还 确定 交叉 两 直线 问 的 最 短 距 离 。 

化 是 的 解法 归结 为 伟 投 影 而 TIs 茵 直 于 两 已 知 直 线 之 --， 例 如 政 直 于 直线 4 了 ( 姑 洪 图 177, @) 。 青 线 48 于 
是 变 为 对 平面 ITe 的 投射 线 , 此 时 点 4 和 BB 的 投影 罩 合 为 -- 点 (41 三 Bn)。 

交叉 两 直线 4 和 0D 的 公 粳 线 天 上 并 直 于 投射 绥 4B、 央 而 与 平面 Is 平行， 吉它 基 对 IT 的 每 征 线 。 因 
北 , 直角 下 LD 投身 到 平面 Is .上 成 为 家 角 下 LsD;{ 参 腹 第 耻 尝 § 1 的 定理 1)。 

线段 五 ,等 于 给 出 两 直线 AB 和 CD 向 好 得 距 离 K 工 的 实 长 。 

同时 , 直线 友 荆 是 与 交叉 两 占线 相交 的 礁 一 的 公 尼 线 。 

站 复合 图 上 的 作 几 砂 骤 如 下 图 (图 177. 5)。 

已 知 交叉 两 自 线 48(418,, 4.B;) 和 CDUODLCiD,) 、 第 一 次 更 换 投 影 区 I 为 平面 IL, 使 直线 4B 变 为 等 


时 对照 图 170,w, 图 土 的 水 平 投射 面 A 直接 在 图 上 得 到 同样 的 结果 。 
代 对 忆 图 170, 志 图 中 位 在 水 平面 上 的 三 角形 的 灾 形 直接 从 图 上 靖 定 。 
+ 和 
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图 177 


蚂 线 .第 二 次 更 换 平 向 全 为 于 曙 HTw 使 直线 4B 变 为 投射 线 。 由 虚 4; 三 Bs 向 占线 Csps 作 重 线 , 便 得 到 交叉 直 
线 4B 利 CD 网 的 公 垂 线 天 元 的 投影 KsLi。 

线段 KsLs 给 出 直线 AB 和 CD 阅 的 最 和 距离。 

要 在 TT, 和 Is 上 条 得 所 求 的 公 簿 级 的 投影 ， 可 消 连 系 线 作出 点 4 并 引 ,Ka 因为 有 KTIs (参看 图 
177, a 和 加 ,然后 作出 线段 下 荆 的 原 投影 Ki 和 六,L,。 

例 2 斌 确定 构成 料 半 出 口 部 分 的 平面 同 的 类 角 . 料 六 的 尺 填 已 注 在 图 上 (图 178。 

所 求 的 争 和 确定 出 于 连接 料 车 出品 部 分 尖 分 耻 的 角钢 的 训 自 j。 

-y+ 
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图 578 图 179 
确定 两面 衣 的 问题 , 归结 为 作出 已 知 两 古 角 在 投影 而 Is 上 的 投影 , 而 IT 要 垂 训 于 两 面 角 的 棱 边 4B。 洋 际 
“上, 这 时 十 线 4 五 投射 为 一 点 4 三 Bs 而 楼 而 45D 和 4BA 投射 为 直线 AsDs 和 Bl 图 179)。 角 一 DrAiEs 

就 是 所 求 的 两 面 角 的 丰 线 角 。 

可 将 直线 变 为 投射 线 , 如 上 所 述 , 应 当 更 换 两 次 投影 醒 。 

为 了 确定 料 斗 出 口 部 分 两 平面 间 的 夹 角 中 (参看 图 178), 我 们 选用 村 边 483， 相 部 钠 村 耐用 4BCD 和 ABEF 
表示 9。 取 轴 ri 与 BB; 重合 。 

将 半 面 Ils 更 换 为 平面 IL, 使 凌 边 4 卫 变 为 等 距 线 。 为 此 引入 新 轴 #s (su 上 A1B1) ,并 作出 两 楼 面 的 新 投影 
这 两 个 新 投影 重合 为 一 : ABC DD 三 AB,B,F,。 

第 二 次 用 平面 fs 代替 平面 Ti, 司 边 边 48 变 为 投射 线 。 新 轴 sis 正直 于 44B。 

在 平面 1s 上 校 也 4B 投射 为 点 4 三 Be。 侧枝 面 抄 射 为 直线 4apDs 和 4,8s。 角 二 一 .人 DsdoPe 就 是 记 发 的 西 
遇 角 的 前线 角 。 

将 平面 Ts 看 作 一 个 束 直 十 两 曾 角 的 校 边 引 出 的 截 半 面 , 并 标 山 基 交 点 和 了 I 三 Tf， 和 就 可 求 出 直线 角 检 
投影 面 I 和 II: 上 的 投影 TDI 和 Tisfs711s。 


$ 4， 平 行 运动 法 


1， 更 横 投 影 面 法 是 使 已 知 形体 保持 不 动 王 变动 投影 面 ， 使 用 与 此 不 同 的 相反 方法 , 即 保持 : 
投影 面 不 动 , 而 把 空间 形体 作为 刚性 体系 移动 到 所 需 的 位 置 , 也 慎 得 到 相同 的 结果 。 
人 可 以 用 寺村 么 动 法 实现 。 


形体 绕 统一 轴线 旋转 是 半 行 运动 的 一 个 简单 例子 。 达 陡 形体 上 的 点 各 在 天 直 十 施 转 轴 的 半 面 


外 在 图 178 -k, 两 平面 是 选用 料 半 出口 部 分 的 外 表面 。 
。 92 。 


上 描绘 出 一 个 圆 局 , 因此 这 些 网 周 彼此 平行 。 i 
以 后 , 我 们 将 研究 对 一 个 投影 面 的 平行 运动 。 管 如 说 , 在 对 平面 II, 的 平行 运动 中 ， 运 动 的 
形体 上 的 点 是 在 一 些 水 平等 耻 面 上 移动 的 。 
设 点 旺 对 平面 艺 作 半 行 运动 。 这 时 它 的 运动 轨道 站 Dajs…… 位 在 水 平面 Z 上 (图 180， 
a) 。 同 时 点 开 的 水 平 投影 M; 描绘 出 一 条 与 曲线 MIM2NM5.…… 全 等 次 线 MiM4 ee ,而 
在 正面 投影 上 , 点 对: 沿 着 水 平 线 2 三 M3 和 M&…… 移动 (图 180, 4 和 6)。 


车 180 
我 们 来 研究 根据 运动 的 形体 的 已 知 位 置 的 投影 求 出 其 最 后 的 《所 求 的 ) 位 置 的 投影 的 
规则 。 
2， 定 理 1 如 时 形 体 对 平面 TL! 半 行 运动 ， 则 形体 上 各 点 的 正面 投影 沿 着 要 直 于 过 系 线 的 
让 坟 移 双关 时 志 动 的 池 件 的 水 于 投球 本 身 形 的 供 覃 不 殉 末 在 水 于 投影 上 称 和 ， 


图 181 


点 万 在 平面 六 {2) 《A VIL) 上 移动 ， 而 点 8 在 平 曾 PCPs) (P WIL) 上 移动 。 因 此 ， 这 两 个 
点 的 正面 投影 十 和 8 分 别 党 直线 A。 和 Ps 移动 。 但 平面 A 和 了 是 水 平等 距 面 ,因此 AsYP: 
《P14B18:)。 这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 。 

线段 48 在 平面 IE 上 投射 为 4.8.( 图 181,5)。 过 点 4 引 直 线 4B* ji A1B,。 

因为 这 是 正 投射 ,所 以 人 4,8.8= 人 4B*B=90° 。 试 观察 直角 三 角 撒 4B*B,。 在 这 三 角形 中 ， 
直角 边 B*B 等 于 点 4 和 BB 的 高 度 差 ， 也 可 以 说 等 于 平面 A 和 了 的 高 度 益 。 当 线段 48 运动 时 ， 
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好 :二 的 大 小 显然 不 变 。 而 线段 48 在 运动 时 也 是 不 灾 的 ， 央 此 当 4B 平行 迄 动 时 , 三 角形 48*B 
不 变 而 保持 原状 。 

转 别 吓 , 由 此 可 匈 ， 线 段 48 与 平面 lt1 的 天 角 在 运动 过 程 中 也 是 不 变 的 ， 连 任意 的 半 古 镜 
形 对 平面 1 的 僻 角 也 不 变 。 

这 样 , 运动 由 的 形体 的 任意 线段 48 的 投影 4 ,8, 二 A5* 在 整个 运动 过 程 中 保持 不 变 ， 内 此 整 
个 形体 的 投影 也 不 变 。 这 就 证 明 丁 定理 的 第 二 部 分 。 

3， 采 用 对 平面 IT 的 平行 运动 法 进行 复合 图 的 变换 财 ， 可 以 根据 刚才 证 明 的 定 理 进行 
妈 下 : 

1) 在 败 纸 的 适当 位 置 赂 梯 画 出 所 给 形体 的 水 平 投影 ; 

2) 根据 新 的 水 平 投影 沿 连 系 线 确定 正 否 投影 。 

当 形 体 对 平面 Ji。 平行 运动 时 , 形体 上 的 点 的 水 平 投影 沿 着 垂 真 于 志 系 线 的 直线 移动 , 而 形 
体 的 庄 血 投影 则 始终 保持 不 变 而 在 投影 囊 上 移动 。 


4， 我 们 米 研 究 用 平行 运动 法 解 题 的 一 个 例子 。 
例 试用 六 行 运动 法 确定 二 角形 dBC 的 实 形 (图 182)。 


使 三 角 4BC 对 平面 I, 作 下 行 运动 ,并 使 它 处 二 正面 投 南 曾 的 位 置 3、 为 此 ， 在 平面 4BC 上 上 作 本 平 线 
hh 四 并 加 出 与 三 衣 撒 的 搜 影 4 BC 全 等 的 新 水 平 投影 4.5.0, 使 水平 线 和 平行 于 连 标 线 (4 4.4)。 王 
入 此 项 点 的 正 曙 投影 4 B;. 0: 将 消 着 水 平 线 移动 , 它们 的 新 位 置 下 、 瓦 .DB: 可 沿 着 连 系 线 求 出 。 三 角形 的 新 的 


正面 投影 CAB, 变 成 一 直线 段 。 


对 平 酉 下 作 第 二 次 半 行 运动, 使 三 角形 BE 处 十 水 平 位 党 42C. 为 此 , 把 三 角形 的 新 的 正 苏 投影 蕊 多 素 避 
成 一 水 平 线 息 , 在 该 线 民 中 区 至 一 G.3。 和 A 三 角形 的 顶点 的 新 的 水 半 投 影 五 , 犀 , 西 , 在 连 系 线 与 
点 .和 G1 的 远 动 轨道 (办 点 丁 往 系 绪 的 直线 3 工 、 机 页 各 ) 的 交点 处 求 短 。 


所 得 三 角形 48C 的 新 的 水 平 投影 于 疡 区 , 确定 了 它 的 实 形 (各 4 襄 包 = A4BO)。 
”刚才 研究 的 例子 表明 , 要 将 … 般 位 置 平面 变换 为 投射 面 只 楼 作 一 次 平行 运动 ; 要 将 间 一 平 页 
变换 为 等 距 面 需要 对 和 平 而 II 和 IE 连续 作 两 次 平行 运动 。 
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为 比较 起 见 , 我 们 指出 , 用 更 换 投 影 面 法 解 同样 问题 时 , 也 需要 更 换 一 次 或 两 次 投影 面 (参看 
本 俐 $2 向 3)。 

用 平行 运动 法 解 是 时 , 可 以 在 图 纸 的 图 个 幅 页 上 随意 布置 物体 的 投影 , 从 而 避免 各 投影 的 看 
登 。 这 是 本 方法 的 十 要 优点 , 竺 其 是 在 解 复 杂 问 题 时 更 为 显著 。 


§ 5。， 绕 禾 直 于 投影 面 的 轴 旋 转 的 方法 
1， 形 体 红 刁 直 十 投影 面 的 铀 旋转 是 平行 运动 的 特殊 情况 


这 时 形体 上 所 有 的 点 都 久 着 位 在 垂直 于 旋转 轨 的 平面 上 的 一 些 王 周 移动 ， 这 些 贺 周 的 中 心 
在 施 转 轴 号 上 述 各 平面 的 交点 上 。 

绕 轴 旋转 的 方法 具 右 平 行 运动 的 全 部 特点 , 而 在 很 多 情况 下 , 解 题 更 为 方便 。 

例如 , 如 果 点 于 绕 垂直 于 平面 林 : 芍 轴 ji 旋转 (图 183, a)， 则 这 时 它 在 人 垂直 于 轴 守 同时 平行 
于 平面 I; 的 平面 8(9 上 攻 B#TII) 上 摘 绘 出 一 个 圆周 , 其 中 心 为 0, 所 以 点 的 轨道 在 平面 TI。 上 
:将 投射 为 同样 半径 如 的 加 周 , 而 在 平面 I 上 则 投射 为 长 度 等 于 2 的 线 彼 。 如 果 将 点 型 按 以 时 
针 方 向 转 过 : 角 许 中 到 新 位 置 亚 , 则 点 的 正面 投影 于, 也 转 过 同 -- 角 并 并 占有 位 置 收 :, 而 水 平 投 
影 半 , 则 沿 著 直 线 @， 移动 到 点 喘 ! 。 

在 图 183, 6 上 上 表示 在 复合 图 上 上 点 到 的 旋转 。 


图 183 


为 了 将 直线 或 平面 转 一 已 知 负 ， 愉 要 分 别 将 直线 上 的 两 个 点 或 半身 上 不 在 一 直线 上 的 三 个 
点 转 同 一 角度 。 

在 图 184 上 表示 直线 1(48) 线 铅 生 轴 转 过 一 角度 中 。 应 该 注意 ， 点 4 和 互 的 水 平 投影 沿 着 
辕 弧 移动 时 , 它们 的 正面 投影 沿 若 季 直 于 连 系 线 的 直线 移动 。 

2.， 用 旋转 法 解 各 种 问题 时 , 我 们 会 遇 到 四 全 基本 问题 ， 与 前 面 用 更 换 投 影 面 法 解 题 所 退 到 
葛 相 加 (参看 本 党 $2)。 . 

上 述 四 个 基本 问题 可 归纳 为 两 个 综合 问题 。 
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图 184 


A 使 它们 部 与 直线 z 相交 。 这 训 全 作 图 稍为 简化 ， 因为 直线 在 业 :的 
点 是 不 动 的 , 这 样 , 要 确定 直线 旋转 后 的 位 置 , 只 可 旋转 它 的 一 个 点 ,而 不 必 象 图 184 邢 样 旋转 本 
个 点 。 

党 将 直线 L045) 线 铝 直 加 i 转 到 正平 线 位 置 。 为 此 只 要 将 点 吾 绕 中 心 i 转 到 位 置 ,使 旋 
转 后 的 投影 7; 垂直 于 连 系 线 (1 | 414,), 然后 求 贡 点 的 正面 投影 B。。 

直线 1714, ?8) 平行 于 平面 了 U;, 因而 线段 4 给 出 线段 4B 的 实 长 ， 角 q 则 等 于 直线 1 和 
起 对 平 珈 了 的 倾角 。 | 

第 二 次 的 绕 加 4 上 TT; 的 旋转 ,是 要 使 直线 LL71, 7,) 变 到 右 直 于 平面 II, 的 位 置 !(7 ,1,)。 直 
线 的 水 平 投影 是 点 mh 。 

问题 2 将 和 的 般 侯 轩 平 硬 (450) 过 技 计 各 开 投 影 曙 的 轴 针 成 水 平 针 有 而 (图 
186) 。 

光 将 平面 工 绕 铅 直 轴 :# 转 到 正面 投射 面 的 位 置 @。 为 此 在 平面 下 上 作 … 条 水 平 线 (Rir 各)， 
并 将 三 角形 4 BC 绕 中 心 证 转 到 位 置 二 囊 有 使 水 平 线 志 平行 于 连 系 线 ( 丰 几 4 如)，( 人 下 束 
人 一 从 4.B3CD。 

也 是 三 角形 的 正面 投影 将 是 直线 工 ( 衬 面 上 的 投影 ) 上 的 线 康 下 巨 ( 图 186)。 而 角 中 是 平 - 
而 下 和 T) 对 平面 ID 的 倾角 的 实 形 。 

使 已 知 平面 绕 重 下 于 平面 可 ; 的 轴 9(9y gs) 作 第 二 次 旋转 。 这 时 点 的 正面 投影 画 出 鲁 心 为 


名 在 作 - 役 位 置 平 而 帘 旋 转 曲 面 的 规 线 时 , 常 感到 类 公交 阿 听 { 其 看 第 九 音 1)。 
1 


d2 的 贺 弧 , 遇 水 平 投影 沿 著 息 直 于 连 系 线 的 直线 移动 。 

将 直线 到 转 成 水 平 位 置 尼 并 作出 二 角形 不 平面 世上 的 新 投影 人 部,5 ,我 们 就 使 已 知 平面 
《480) 安 成 水 平等 距 面 (A B80 ) 。 

三 角形 B.C, 编 定 已 知 三 角形 48BC 的 实 形 。 

3， 我 们 来 研究 一 个 例子 。 


图 187 


琴 眉 移动 时 , 它 移 正 区 投影 的 长 瘘 不 变 ( 和 4 如 二 A482), 所 以 所 求 的 旋 轻 -滑动 轴 应 当 垂直 十 于 曾 I,。 轴 二 的 
焉 六 投影 5;) 位相 两 直线 pi 上 和: 和 和 所 i 上 Bs 的 交点 处 ， 这 两 条 直线 是 线段 45.4 和 B,5, 的 中 做 线 。 直 
钱 隔 ,i 和 如 ,iz 在 分 别 通 过 点 4; 和 生 (直线 想 让 以 及 点 B, 种 如 : (直线 B12) 的 贺 周 的 阿 心 加 迹 人 3。 

轴 的 水 平 投影 是 说 4a， 用 猪 (人民 4d 训 如 一 一 Bi: 下) 表示 线段 AB 的 旋转 谣 , 而 用 c 表示 它 的 前 志 
移动 最 (图 187) 。 
四 不 设计 飞机 的 可 政 拓 的 起 贾 架 时 就 要 解 它 个 问题 。 
党 所 站 用 的 作 靶 根据 欧 拉 ~ 必 尔 定 瑚 。 


各 线 夸 48 的 纱 为 可 以 看 作 是 螺 施 运动 , 睦 参 数 王 等 上 单位 时 条 内 完成 的 前 进 移 动量 号 旋转 囊 之 比 ， 它 们 的 人 以 相应 
的 单 这 度 长: 


-或 中 站 为 党 程 


® JI7 * 


8 6. en 后 1 
a 
先 研究 任意 一 点 卫 绕 水 平 线 的 旋转 。 点 吾 绕 水 平 线 上 旋 鳅 叶 ， 在 焉 直 于 旋转 略 大 的 水 平 投 
射 面 日 上 措 绘 一 个 一周 (图 188,4)。 让 廊 作 一 水 平面 六, 取 它 作为 投影 看 IT。 幸 是 平 而 日 在 投 
影 面 II, 上 投射 为 均线 @u 而 点 如 所 呈 的 圆周 投射 为 直线 段 。 


图 188 


将 点 丈 按 箭头 所 示 方 向 旋转 到 与 下 面 重合 。 旋 转 中 心 在 轴 天 与 平面 9 的 交点 0 上， 而 闭 
经 妆 一 BO 由 从 以 8 到 水 平 线 记 所 轴 的 生 线 线段 米 确 定 。 点 吾 的 重合 位 置 =8, 落 在 直线 日 
上 , 与 旋转 中 心 的 距离 为 08 二 0,B, 二 +?。 

， 因 此 ,为 了 作出 点 5 具 区 确定 出 旋转 半径 *” 的 实 长 。 这 可 根据 直角 三 角形 法 作出 ( 参 耕 第 
一 恒 $1)。 试 研究 直角 二 角形 OBB， 人 在 读 三 角形 中 旋转 半径 >? 是 斜 边 。 旋 转 半 径 rs 的 水 平 投 
影 QB 利 点 吾 对 水 平面 的 高 度 (“ 趋 战 度 ?)82 = 5 是 这 个 三 角形 的 直 朋 这 。 

在 复合 网 上 的 作法 已 表示 在 图 188, 6 上 。 过 点 B, 人 必 直 线 1， 并 标 睛 1 点 人 9 一 一 旋转 中 
心 刀 的 下 平 投影 

为 了 玉 定 施 转 半径 7* 的 长 度 ,作出 了 直角 三 百 形 O1818*, 该 :角形 的 下 朋 过 是 :线段 0:5: 和 和 
五 呈 一 期 点 吾 对 平面 和 的 高 度 。 在 直线 合 : -从 点 0， i 的 区 度 ， 就 求 得 重合 十 


点 及 位 置 的 水 下 投影 为。 点 万 的 正面 投 河 BB 落 在 旺 线 刀 一 A 上， 在 图 上 通常 是 不 表示 出 
98 。 


来 的 。 

2， 平 面 的 旋转 ”我 们 来 研究 把 平面 2C480) 绕 其 水 平 线 三 1C 旋转 到 水 平等 距 面孔 的 位 
置 ( 图 189, a)。 平 面 也 上 的 直 线 上 总 在 旋转 时 保 择 不 变 . 所 以 要 确定 话 转 后 的 平面 ,只 要 再 求 出 它 ， 
的 一 个 点 , 例如 凡 出 三 角 彤 45C 的 顶点 五 在 转动 后 的 位 置 。 

点 旦 统 水 平 线 天 旋转 时 扒 绘 出 一 个 贺 心 在 点 0 的 贺 周 BB8。 大 家 知道 ， 笑 直 于 水 平 线 殊 的 
直线 BO 是 平面 2 对 水 中 投影 而 的 坡 线 。 | 

假定 ， 线 段 BO 旋转 后 占有 位 置 50 /1 II 参看 图 189， 二 这 时 平面 3 占有 水 平等 距 面 的 位 2 
置 IT, 因而 二 角形 48C 投射 到 平 身 I, 上 不 类 真 (AA1B.0,= 人 4BC)。 


在 直观 图 (图 189, 4) 上 说 及 这 些 问题 之 后 ,就 可 以 转 到 在 复合 图 上 术 作 图 。 


设 平面 3(4BC) 在 图 上 用 它 的 三 个 点 的 投影 ; 4:B.0. 和 48,0 给 出 (参看 图 189, 56) 。 在 平 
面 上 过 点 CCCu C5) 引 一 -条 水 中 线 (加 ,ho), 并 使 点 如 (BB1) 绕 所 S| 的 水 下 线 放 转 。 

为 此 , 过 点 B, 作 直线 @, 上 并 标量 点 0， (旋转 中 心 的 投影 )。 为 了 确定 点 B 的 族 忽 半径 的 
实 长 ,我 们 作出 .个 直角 三 角形 01818%， 该 三 角形 有 一 直角 边 为 所 求 线段 08 =+* 的 水 平 投影 
018,， 而 第 二 条 直角 边 B18$# 等 于 点 B 对 相应 等 距 面 豆 ( 亚 .) 的 * 超 越 度 "ia 一 BBY (图 189, )。 

作出 带 有 上 述 站 角 边 的 直角 三 角形 O15 到} 后 , 就 确定 出 点 的 旋 针 半径 的 实 长 0.85. 然后 
在 直线 B.0; 上 从 点 0, 起 截取 它 的 长 麻 信 ; O18 一 01B7 二 rn?。 


名 为 了 避免 族 转 前 和 话 转 后 三 角形 水 平 投 影 相 重 县 ， 在 复合 图 土 下 新 王 的 旋 村 方向 选 和 与 油 189,4 上 所 夷 示 的 相反 。 
» DB » 


点 互 的 正面 投影 ,应当 纱 在 直线 了 ,= 上。 在 图 上 ( 参 需 图 189, 6) 它 没有 圾 示 出 来 。 

为 了 作出 点 4, 旋转 后 的 位 置 4, 不 必 重 复 对 点 Bi 所 进行 的 作 网 过 程 。 为 此 , 只 要 注意 到 ， 
位 在 边 4B 与 水 平 线 廊 突 点 上 的 点 1(1, 12) ( 容 看 图 189, 2 和 6) 在 旋转 时 不 改变 其 售 品 ， 因 而 过 
碟 ,B, 通过 这 个 点 。 

因此 .点 4; 将 位 在 前线 5, 与 点 4 的 运动 胃 遵 ( 租 线 4134 上 训 ) 的 交点 处 (参看 图 189, 5)。 
将 点 二 和 如 ,与 不 动 点 C,=C 连 接 起 来 ， 就 得 到 所 角 彤 48C 二 人 机 束 人 的 实 形 。 

与 此 同时 还 可 以 求 得 任 圳 平面 角 的 实 形 . 侈 如 位 在 平面 2 上 的 二 BC4= 下 的 实 形 。 

3， 不 难看 出 ,图 形 绕 等 防线 话 针 ,世人 象 弹 梳 射线 旋转 一 样 ,可 以 看 作 是 平行 运动 的 特殊 情况 。 
例如 , 我 们 所 讨论 的 绕 水 平 线 的 施 转 就 是 对 平面 @_Lh 的 平行 运动 的 一 种 变异 。 

4。 当 平面 图 形 绕 等 距 线 旋转 时 , 便 如 绕 水 平 线 (ba 1 旋转 时 (图 189,0), 我 们 作出 了 点 4 入 旋转 后 的 
投影 互 和 珠 。 

对 于 疼 形 上 其 余 的 点 , 例如 时 ,和 下 ,， 订 果 类 似 的 方 站 求 得 。 这 时 在 困 上 得 到 两 个 吕 汤 ， 旋 转 节 点 的 水 下 
投影 场 IT 人 4, 吾 ,CD 和 族 转 后 点 的 水 束 投 影 场 开 (4 瑟 ，E)。 这 两 个 场 钼 于 亲 似 对 应 中 ， 这 个 亲 令 对 应 由 素 
似 轴 有 和 -对 订 似 点 Bi 各 忠 结 定 。 在 已 知情 况 下 , 素 似 方向 得 均 于 业 似 机 (瑟瑟 上 有 ， 


总 之 , 利用 于 面 图 形 绕 等 哇 线 旋转 的 方法 , 可 以 使 这 个 图 形 与 相应 的 等 距 面 重合 。 在 特殊 情 
说 下 , 可 以 取 投 影 咽 TU 作为 竺 站 面 。 这 时 , 平面 期 形 刺 与 投影 面 重合 。 
5， 试 研究 用 绕 每 距 线 旋转 的 方法 解 是 的 一 些 例子 . 


例 1 斌 求 育 线 与 详 阿迪 的 类 角 的 大 小 (图 190)。 

直线 与 平面 辣 的 角 论 向 真 线 及 其 在 平 加 上 的 投影 .之 疗 的 类 衣 玉 确定 。 肉 此， 解 题 时 可 从 作出 所 还 的 投影 开 
始 , 也 就 是 说 作 丰 荆 =7X 记 ,从 任意 虚 开 ( 弄 己 门 作 李 线 寻 时 和] ,并 作出 点 二 对 和 "XX 

这 对 傈 半 二 上 其 二 对 就 是 所 求 的 直线 ?i 及 苏 古 平面 三 上 膨 投 影 辣 的 类 前。 

为 了 避免 上 述 相 当 麻 烦 的 作 图 手续, 在 复合 慨 上 , 可 以 确定 角 中 的 实 形 , 角 溃 是 所 求 的 角 中 的 尔 角 ， 

事实 工 , 为 了 作 角 人 邮 只 蜂 从 巳 扼 直 线 了 上 的 任意 点 玉 3 引 米面 了 的 腾 线 即 可 。 然 后 用 图 189, 所 未 的 方 靶 
就 可 找到 角 山 i 

dy 


图 190 图 4191 


例 2 试 求 下 上 -面体 两 柜 曙 二 .和 王后 的 区 而 角 的 大 小 (图 191)。 
为 了 确定 防 面 角 的 大 小 . 可 以 用 更 换 授 影 而 的 方法 。 这 时 两 面 角 的 楼 边 要 变换 为 投射 线 ( 套 胡 本 章 $3)。 
然而 , 在 已 知情 癌 下 , 如 同 许多 其 它 征 况 一 样 ,两 点 角 的 模 边 没有 在 图 :表示 出 米 (参看 图 191), 面 且 也 椒江 
去 找 它 ， 地 就 是 说 ， 不 必 作出 平面 ! 和 王 的 交 线 。 从 宣 则 企 一 点 严 对 两 面 角 的 棱 呵 工 和 中 作法 线 (P 对 LT、 
工 
PN 上 E) ,在 达 两 直线 的 平面 ci ) 上 的 点 了 处 俐 得 独 新 个 平 而 角 . 这 山 个 站 曾 角 就 是 由 平面 和 玉 构 语 


"I00 


的 两 个 两 而 角 的 直线 角 ( 参 看 图 191,4 和 日 。 

设 四 为 所 求 的 角 , 则 可 以 应 用 绕 水 平 线 旋转 的 方法 确定 此 实 形 (参看 图 189. 6) 。 

蕉 淮 曙 了 由 下 州 入 交 于 点 侣 的 等 距 线 给 内， 水平线 访 ( 和 各， 加 ) 和 正平 线 了 (fs /4)。 在 水 平 线 h.F 队 了 点 0 
(Os， 0 外, 还 定 出 了 点 Qs, 9 。 副 面 的 侧面 投影 与 角钢 的 侧面 投影 相 重 合 ， 固 为 角 馈 所 有 的 楼 而 都 是 侧面 
投射 测 。 所 以 在 截面 的 侧面 投影 上 标注 dBsCsDeBsPs 后 ， 我 们 就 转 曾 作 它 的 正面 投影 。 为 此 ， 利 用 -- 条 通过 
点 Qs 和 49。 的 "折射 线 ", 其 中 es 是 两 条 任 总 射线 0.0s 和 (0 的 交点 , 而 Qs 是 分 别 平行 于 前 述 两 条 射线 的 射线 
9.0。 和 Qs@, 的 交点 。 
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图 192 


村 射线 使 我 们 可 以 用 位 在 一 条 直线 上 的 各 线段 的 正 谭 投影 的 比 竺 于 其 侧面 按 影 的 比 (参看 “绪论 ”8 们 来 作 
水 平 线 上 各 点 的 投影 ， 

例如 , 为 了 作 截面 的 边 BC 的 正面 投影 肪 C:， 只 权 标 出 点 了 = Bs0OsXhs， 引 Zo O06 和 11 有 O00 并 求 
出 点 1,。 

其 次 , 应 该 注意 , 所 求 截面 的 边 BC 位 在 蕊 旬 前 钢 的 正平 三 标本 .FF， 访 楼 面 与 平面 严 交 于 正平 线 。 因 此 ， 通 
过 求 得 的 点 1 作 直 线 平 行 于 正平 线 的 投影 六 , 并 标 山 截面 边 上 的 点 B: 和 0，。 

截面 的 其 杂 各 点 的 正面 投影 可 同样 作出 。 

为 了 求 截面 的 实 形 , 使 平面 P 绕 正 平 线 了 了 话 转 到 正面 等 距 上 向 和 的 位 置 。 

试 从 点 4(4 的 旋转 开始 。 为 此 、 作 直线 由 82 上 如。 标 出 旋转 中 心 8,， 作 直角 三 角形 本 8:4* 并 求 出 这 竺 
半径 如, 利用 有 定 出 点 4 旋转 后 的 位 置 2 

这 样 , 平 册 旋转 后 的 位 置 宙 直线 六 和 点 As 来 确定 , 这 就 不 准 求 出 在 重合 位 置 上 裁 面 的 其 余 各 个 项 点 : 

例如 , 为 了 作 点 互 ， 先 求 出 边 下 4 上 的 不 动 点 3。 这 个 点 位 在 边 BA; 与 旋转 辅 户 的 交点 处 。 然 后 可 直 线 
2hs, 它 是 直线 234, 在 重合 后 的 位 置 。 大 在 直线 24, 与 如 ,下 1f 相 交 处 求 出 点 BB,、 ss 

为 了 作 点 天。 我 们 利用 子 直 线 A8(4s7;) 重合 前 后 部 平行 于 直线 了 (f,) 这 一 情况 。 

相 面 多 期 形 其 余 各 顶点 在 蛋 合 后 的 位 置 可 同样 地 作出 ! 参 看 图 192) 。 


“IN. 


$ 7， 利用 辅助 投射 方法 的 图 形变 换 

1 使 用 上 上 述 喝 换 投 影 西 著 、 绊 行 和 运动 评 和 旋转 活 的 日 的 ， 在 于 改变 物 休 与 投影 而 的 相互 位 置 ， 从 而 使 物体 
由 “ 般 位 置 转 到 特殊 位 置 。 

物体 在 茶 平 而 上 的 投影 的 特殊 形状 , 也 可 以 用 辅助 投射 法 (平行 投射 或 中 心 投射 ) 将 物体 投射 到 该 平面 上 让 
作出 。 
投射 方向 { 正 投射 , 但 更 常用 的 是 任 投 射 ) 和 投影 而 的 选 振 决 定 于 入 此 将 图 形 收 变 成 代 么 拜 于 。 在 艇 关 人 多 
数 的 定位 问题 了 时 , 最 站 采 削 余 报 射 方法 , 将 物体 投射 到 已 知 投影 面 HI 或 II 上 , 或 者 投射 到 偶数 等 分 面 上 。 至 于 
度量 | 地 , 则 由 于 用 加 助 投射 法 解 敬 比 用 共 它 变换 方法 更 为 复 末 , 这 此 我 们 不 予 过 论 3 . 

2， 大 家 知道 , 点 型 在 已 知 投影 面 上 的 斜 投影 于 ' 足 过 已 知 点 吾 且 平行 于 已 知 投射 方向 所 作 的 直线 的 迹 点 。 
在 中 心 投射 时 ,投射 线 通过 豆 对 和 投射 中 心 8。 

侧 如 , 试 沿 方 向 s(8， 8z) 将 点 曙 ( 涛 ,投射 到 平 而 和 上 (图 193)。 为 此 , 只 要 求 峙 遂 过 点 时 (U1, 如 3) 且 
平行 于 sts1, ss) 所 作 的 直线 在 I 上 的 迹 点 到 "0 有 Y;} 就 可 以 了 。 

3、 直 线 或 线段 的 辅助 投影 可 根据 间 样 的 原则 作出 。 

恤 设 娄 求 沿 方向 stst ss) (sy e) 将 直线 ac，a2) 投 射 到 平面 JI: 上。 在 这 种 情况 下 , 直线 4 的 投影 显然 就 
烷 它 在 平面 II, 上 的 迹 点 ac Cai, ai) (图 194) 。 


图 193 图 194 

作 平 面 的 辅助 投影 时 ， 只 雪 投 射 它 的 三 个 点 就 角 了 。 如 朵 投射 方向 平行 十 被 投射 的 平面 ， 则 平面 的 投影 将 
是 -条 直线 。 

例如 , 图 195 作出 了 平面 日 (4BO) 沿 方向 si @(s1 4C) 在 平面 了 上 的 投影 ;三 AiBL01。 

4。 试 研究 用 辅助 投射 法 解 题 的 例子 。 
多 面体 在 平面 ID 上 的 辅助 投影 .于 是 装 桂 天 5 在 TI, 上 的 投影 为 其 下 聊 羡 角 撒 及 "Zr "(KILIM’, EL: 和) 

第 二 个 棱柱 的 上 底 4BD 投 丑 为 人 4.B'O' G41BIC1, BIC0), 而 下 底 088 则 与 它 的 辅助 投影 重合 。 

用 直线 AIDi、BiB1,0iF; 连接 第 二 个 楼 桂 上 底 和 下 斌 各 顶点 的 投影 , 型 币 楼 柱 在 TD 上 的 粮 助 投影 的 图 形 。 

所 求 两 多 面体 的 交点 的 辅助 投影 在 棱柱 48* 的 楼 边 和 楼 柱 天 开 ' 的 底 的 辅助 投影 的 相交 处 求 得 。 

标 出 下 州 各 点 了 一 BEX Ki 了 OIPIX KIM', TF 一 CIF;XLIMS, 记 二 BIEIX 工 和 1， 这些 点 是 第 二 个 
梭 往 的 核 沁 与 第 一 个 楼 柱 的 校 面 的 交点 的 辅助 投影 ， 而 点 77' 二 FT;==WY; 是 第 一 个 楼 标的 楼 直 与 第 二 个 楼 梓 的 
棱 上 的 交点 的 辖 助 投影 。 


也” 关于 畏 助 投 射 ,参看 和.H- 考 带 托 大 * 醒 闪 儿 何 学 ?， 莫 斯 科 一 列宁 枯 动 ， 国 家 机 器 制造 、 人 金属 加 工 和 歧 色 蔡 金 出 版 
社 , 15933 年 履 和 站 ,工夫 再 车 的 < 加 法 儿 何 学 }, 基 输 一 莫斯科 ,图 家 机 器 制造 科技 书 藉 出 设 社 马克 半分 六 , 1949 年 版 。 
* IJ02。 


图 19; 


用 相反 的 射 线 妊 点 ,TH ?Ti 和 71 投射 到 相应 的 接 边 BB 和 CF 的 投影 上 ， 就 找到 点 TTI7P 和 F 在 I 
和 II: 上 的 抽 影 。 

为 了 作出 点 的 投影 JI 和 Fis, 先 在 第 二 个 楼 柱 的 相应 补 徊 上 找 出 这 华 点 所 在 的 家 线 ， 

直线 T771777# 三 F71778 玉 行 于 A1DI， 并 在 平 而 开 : 的 投影 .上 作出 与 它 对 应 的 直线 TTTRIIT) FIXPL jf 
41D,。 和 在 所 作 的 直线 TIL?IIT 和 阿部 天 与 被 边 区: 的 相交 处 , 得 到 所 求 的 点 了 I 和 PP， 然 技 作出 它们 在 
4 上 的 投影 : 

现在 剩 让 的 只 是 将 作出 的 点 按 必 圭 的 顺序 连接 起 米 。 连 接 时 要 注意 ， 用 直线 线段 连接 起 来 的 每 两 个 点 ， 应 
妆 既 位 在 第 一 个 楼 杜 的 同一 棱 而 上 , 同时 又 位 在 第 一 个 楼 福 的 同一 棱 夯 上 (参看 第 三 章 $ 5) 。 

这 样 就 作出 了 两 个 棱柱 相交 的 折线 了 了 TI7 JF 了 7T。 

应 该 注意 , 两 棱柱 的 下 底 都 故 在 平面 II 上 (选择 这 个 位 置 巧 为 了 使 图 形 了 简单), 这 种 放 法 - -点 也 不 影响 了 记述 
作 图 方法 的 普 廊 寓 义 , 无 论 两 个 多 面体 在 空间 处 于 怎样 的 位 轩 , 作 图 方法 部 一 样 。 


5。 我们 已 经 熟悉 了 许多 的 复合 图 变换 方法 、 不 过 在 某 些 情况 下 , 解 题 时 最 合适 的 不 足 单纯 


转 靶 。 

这 两 种 方法 的 综合 运用 不 仅 能 使 解 吴 简单 ， 而 且 在 茶 毕 情况 下 可 以 解决 一 些 用 其 它 方法 一 
般 难 以 解决 的 问题 。 

假设 要 冰 作 出 形体 绕 一 般 位 置 直线 转 一 给 定 角 度 后 的 按 影 。 这 时 可 借 荔 子 更 换 两 次 找 影 面 
法 将 该 一 般 位 置 直线 空 换 为 投射 线 , 在 浙 的 投影 面体 系 中 完成 作 图 之 后 塞 加 到 旧 体 系 中 去 。 


复 习 题 


.让 哪儿 种 划 本 的 复合 图 灾 换 方 小? 

， 昌 换 投 影响 法 和 来 行 运动 法 有 何 咎 则 区 别 ? 这 两 种 方 基 又 与 辕 助 投射 法 有 何 原则 区别 ? 

， 用 宽 换 一 次 投影 面 法 或 更 措 两 次 投影 面 兴 可 解决 哪些 此 本 问题 ? 

， 试 述 平行 运动 的 定义 。 形 体 平行 运动 时 , 共 水 平 投影 和 正面 投影 怎样 移动 

， 形 体 绕 垂 查 于 投影 耐 的 抽 旋 转 的 特点 是 什么 ?' 线 糯 距 线 旋转 的 特点 又 是 什么 ! 
， 怎 样 利和 辅助 投射 法 窑 换 铸 形 ! 用 这 种 方法 可 解 那些 问题 


DN 


练 习 题 


1. 已 知 三 角形 48G。 求 作 外 接 风 和 内 切 回 的 投影 , 并 求 二 角形 的 重心 。 

2， 试 作 一 玲 面 允 冰 行 于 已 知 平 面 Ad4BC) ,并 距离 入 为 30 毫米 。 

3， 忆 知 正 四 面体 4BCD( 图 197)。 试 用 更 换 投 影 面 法 确定 ;: 1) 技 面 480 则 平面 II: 加 的 着 面 角 gc 21 直 
边 4C 处 的 两 面 角 ， 当 从 项 点 4 到 楼 边 CD 的 阳 高 ， 


图 197 网 198 


4 在 -- 般 粒 壮 直线 4tan 4s) 上 找 出 一 点 与 两 已 知 点 P(Pi, P2) 和 8 {0.82) 等 路 1 图 198), 
5。 试 将 直线 48B 统 乌 直 轴 旋转 , 使 它 与 已 知 直线 如 相 变 (指明 唐 能 的 解法 ) (图 199) 。 
“I04， 
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6， 拭 求 平面 P(4B0) 和 平面 Cm 和 间 的 夹 角 。. 

提示 。 从 任意 选择 的 一 个 空间 点 对 平面 了 和 了 工作 垂 线 (图 200)。 

7 已 知 正 方形 48CD( 图 201}。 试 绕 其 洲 角 绕 将 它 转 一 角度 二 15"。 

8.， 试 将 已 知 周 (人 妨 ) 绕 直 经 4BL41B1, 4.8z) 转 一 角 魔 吕 二 30°, 并 求 杭 辐 ( 哆 的 投影 } 的 加 (图 202)。 


i 


图 202 图 203 


93， 试用 辅助 投射 法 作 三 楼 杜 与 平面 也 ( 纪 X 加 的 截面 {图 203) 。 
提示 ” 钝 助 投影 作 在 平面 is 上 。 


es 了 D5 。 


第 六 章 ”曲线 及 其 投影 性 质 


§ 1， 基 本 概念 和 定义 :平面 曲线 及 其 投影 
1， 在 画 法 几何 学 中 , 通常 用 运动 的 观点 来 研究 曲线 ， 即 把 曲线 看 作 是 点 连续 运动 时 描绘 


来 的 轨迹 。 曲 线 本 身 也 就 是 连续 的 。 

如 果 曲 线 上 所 有 的 点 都 属于 某 一 个 平面 ， 则 此 曲线 称 为 平面 曲线 。 所 有 的 点 不 金 在 同一- 平 
而 上 的 曲线 ， 称 为 空间 曲线 。 

点 在 曲线 上 每 -个 位 置 的 运动 方向 ， 由 曲线 在 该 点 性 的 场 线 上 依 定 。 

当 形 ' 在 曲线 1 上 趋 近 于 W， 割 线 WNW! 的 极限 位 置 称 为 平面 曲线 了 在 点 开 的 切线 +( 图 
204)。 


位 在 曲线 所 在 的 平面 9 上 并 垂直 于 曲线 上 过 点 对 的 切线 # 的 直线 ， 称 为 曲线 在 该 点 的 法 线 


如 果 曲 线 在 其 各 点 处 都 共有 连续 改变 的 切线 ， 则 它 称 为 光滑 的 @。 


t 


204 . 图 205 


在 曲线 的 某 些 点 处 , 切线 的 连续 性 本 能 被 破坏 , 因而 明 线 在 这 些 点 处 役 有 确定 的 方向 ,例如 ， 
在 曲线 4BC{( 图 205) 上 , 在 点 处 切线 的 方向 “突然 "由 ;向 轨 政 变 , 因而 曲线 在 读 点 具有 了 两 条 
不 同 的 切线 :一 条 而 是 从 BB 指向 4， 另 一 条 ,是 从 怠 指 向 CO。 在 这 种 情况 下 ， 上 38 称 为 折 点 ( 角 
点 )。 

2 我 们 将 研究 用 方程 (代数 方程 各 超越 方 很 ;全 确定 的 曲线 , 以 及 用 图 示 给 定 的 击 线 。 对 于 
后 一 类 曲线 , 也 可 以 求 出 它们 的 方程 , 但 这 些 方程 只 能 近似 地 表达 出 这 些 曲 线 。 

在 遂 法 几何 中 . 曲线 是 根据 它 在 复合 图 .| 的 投影 米醋 究 的。 

描绘 曲线 % 的 点 机 在 运动 中 全 一 颇 间 的 位 置 , 都 配 册 它 的 两 个 投影 确定 的 :和 CUM, MM,)。 

由 在 解析 志 尖 中 ,如 果 有 天线 可 用 尾数 方 各 :一 所 (4),y 一 J4( 和 ,5 一 闫 (4 缚 定 , 则 它 称 为 光 没 的 , 其 中 所、f:、js 是 连续 可 
氢 函 数 。 


记 在 稳 卡 儿 些 标 中 , 有 代数 方程 倘 定 的 曲线 有 的 贺 . 插 物 线 、 双 用 线 . 笛 卡 儿 时 形 线 、 心 脏 线 和 昆 形 绕 等 等 ， 而 用 非 代数 
方程 或 超越 方程 确定 的 有 正弦 曲线 \ 柜 轮 线 利 阿 基 洲 福 螺 线 等 。 


和 


所 以 在 般 情 况 下 , 为 了 完全 图 示 曲 线 汉 (平面 曲线 或 空间 曲线 必须 给 出 它 在 复合 图 上 -的 两 个 投 
影 : mCm, mmz7 (图 206)。 | 

但 是 在 一 般 情况 下 , 曲线 投影 的 形状 不 能 立刻 回答 这 样 的 问题 : 被 投射 的 是 怎样 的 曲线 一 一 
平面 曲线 还 是 空间 曲线 。 为 回 ee 必须 确定 曲线 上 所 有 的 点 是 个 位 在 周一 个 平面 上 , 这 
平面 可 以 由 曲线 上 三 个 任意 选取 的 点 给 

例如 ， 我 们 来 研究 而 在 图 206 0 m (m1, i 这 条 则 线 是 实 和 间 曲线 , 因为 在 出线 上 
取 -任意 点 下 (和 访 :})， 由 作 图 可 岂 ， 它 不 在 由 这 条 出 线 上 另外 三 个 点 确定 的 平面 2(4MB) 


图 207 图 208 


CT ”人 


次 。 这 时 必须 注意 的 是 ， 人 设 有 一 条 二 次 曲线 一 一 椭 园 。 椭 
画 的 方程 是 二 次 的 @， 直 线 的 方程 -次 的 。 这 个 方程 组 确定 了 椭 罗 与 直线 的 两 个 公共 点 的 弘 
标 , 并 且 这 些 点 可 能 是 两 个 不 局 的 实 点 i 或 两 个 重合 的 实 点 (直线 是 切线 ), 或 
两 个 虚 点 (直线 ? 位 在 椭圆 外 ) (图 207) 。 

4 平面 曲线 的 投影 的 基本 性 质 。 设 已 知 曲线 了 位 在 某 一 平面 9 上 。 将 曲线 z 依 方向 = 投 
射 到 投影 面 IT -F( 图 208) 。 这 时 ， 曲 线 工 的 每 一 个 点 时 将 投射 为 平面 开 ' 上 的 点 用 ' 。 结 果 在 
平面 1 -上 得 到 曲线 了 一 -已 天 曲线 上 的 投影 。 

”曲线 忆 将 上 共有 原 曲线 ?在 平行 投射 时 保持 不 变 的 那些 性 质 。 这 时 应 当 故 虚 芭 这 些 平行 投射 
的 性 质 , 例如 于 面 呈 和 开 ' 的 点 的 -- ` 对 应 及 保持 点 与 直线 的 相 妃 从 属性 (关联 性 )。 

lied 

事实 上 ， 试 对 位 在 平面 © 上 的 出线 5 [ 秽 线 mn (参看 图 208), 在 投影 上 就 得 猎 直 线 m'， 而 线 
狗 与 之 的 区 点 也 投射 为 投影 各 与 天 的 交点 。 


个 汰 看 不 训 3 5 


这 样 , 线 加 与 二 的 交点 数 竺 于 它们 的 投影 m' 与 的 交点 数 ， 即 投影 的 次 等 于 曲线 7 的 
次 。 

ee 

. 当 基 一 点 好 滑 着 册 线 移 动 时 ,其 投影 政 ' 将 沿 邯 归 线 六 移动 。 当 点 必 移 动 到 无 穷 远 (M") 
时 (参天 图 208), 必 的 投影 也 痰 为 无 穷 远 点 人 U"”。 

3) ,曲线 的 切线 投射 为 其 投影 的 切线 开 。 
在 点 六 处 作曲 线 ! 的 切线 {， 并 把 它 看 作 是 当 庆 >N 时 基线 WV 的 极限 位 置 (参看 图 
208) 。 

这 时 ， 割 线 VN, 在 II 上 投射 为 割 线 V'NW;。 当 点 W, 沿 着 曲线 [ 趋 近 十 点 入 ， 从 而 基线 
Ni 趋向 于 其 极限 位 置 是 , 点! 即 沿 着 曲线 趋 近 于 点 而 灾 线 N'N; 趋 向 于 极限 位 置 了 。 
这 就 是 说 , 纪 是 也 在 点 N' 处 的 切线 。 同 时 蕊 是 在 点 浆 处 曲线 4 的 切线 t 的 投影 , 因为 WN, 和 
NN'N! 间 的 禾 影 关系 在 运动 的 任何 时 刻 痢 保持 不 变 。 

4) 沽 平 面 出 线 阅 的 交 尺 个 数 在 投射 时 保持 不 变 、 

事实 上 , 曲线 1 和 7 的 公共 点 变 成 了 它们 的 投影 了 和 的 公共 点 。 

必须 指出 , 平 获 曲线 在 特殊 请 况 下 ( 当 投 射 方向 平行 于 曲线 所 在 的 平面 时 ) 可 投射 为 一 直线 ， 
而 当 曲 线 所 存 的 平面 与 投影 面 平 行 的 时 候 , 曲线 的 相应 投影 与 曲线 本 身 全 等 。 


§ 2. 曲线 上 点 的 分 类 

1， 如 果 点 及 (MM 到》 沿 着 曲线 
运动 (图 209)， 属 于 这 个 点 的 切线 i 就 绕 变 动 
着 的 切 点 转动 , 并 占有 位 置 tt …'。 辐 时 
切线 还 可 以 认为 是 沿 普 曲线 三 无 滑动 地 滚动 。 这 
和 时， 移动 着 的 切 点 丈 沿 着 切线 对 切线 上 一 个 选 定 
的 不 动 点 (N) 作 前 进 运动 (N*、 NT Na) 
曲线 在 有 具 有 了 瞧 一 的 切线 :的 某 一 点 型 附 近 的 
形状 与 点 儿 邹 线 的 运动 特性 和 切线 本 届 的 运动 
(转动 ) 特 性 有 很 大 关系 。 如 果 虚 沿 团 线 的 前 进 运动 的 方向 在 基点 处 改 旋 了 这 个 点 称 为 回 折 
点 并 只 让 如果 切 线 的 流转 方向 在 某 一 个 位 和 上 的 要 和 入 打 多 二 


用 符号 “ "表示 正则 的 用 符号 “一 ， 几 示 回 折 的 ， 我 们 可 得 下 而 由 种 可 能 的 组 合 ; 


呈 对 于 空间 曲线 的 类 似 定理 将 在 本 章 §54 中 讨论 。 
"INR * 


， 
Fs Ds "9 
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图 214 


2， 除 了 过 论 过 的 点 以 外 , 下 面 的 一 些 点 也 属 填 曲线 的 奇异 点 (图 214) 、 
1) 舟 点 或 折 点 (图 214 2 上 的 点 4), 在 读 点 处 ， 切 线 的 方向 “突然 ?改变 ， 因 而 则 线 看 两 条 
切线 ; 
2) 结 点 或 多 重点 (二 重点 .三 重点 等 等 ), 在 这 些 点 处 , 曲线 本 身 相交 。 在 图 214, 5,4 和 + 上 
表示 出 共有 了 两 条 不 同 的 切线 的 二 重点 五 和 具有 重合 揭 切 线 的 二 重点 C 以 及 三 重点 万 。 
"J09. 


将 空间 曲线 投射 到 平面 上 ， 或 者 在 求 昌 而 的 平 裁 线 以 及 求 两 曲面 的 奖 线 时 , 都 可 能 出 现 .上 述 
的 平面 曲线 上 各 种 类 型 的 点 人 。 


8$3. 二 次 曲线 
1. 如 采 则 线 在 第 卡 儿 坐标 时 的 方程 是 流动 华 标 的 汪 次 方程 . 则 该 曲线 称 为 一 次 击 线 。 
二 沈阳 线 的 普遍 方程 具有 妇 下 形式: 
Av'+ Bry-Cy:+ Dr+ By+F=0, (13 
我 中 数值 4.B.C、D, 吾 和 了 F 称 为 代数 方程 的 亲 数 。 
如 采用 4 除 所 有 系数 , 则 方程 (1) 有 有 下 列 形 式 : 


和 ， 
+ I” | 47 有 17 
大 家 知道 , 为 了 确定 一 条 二 次 曲线 , 必须 给 出 它 药 五 个 点 2。 


率 实 上 , 把 已 知 点 的 坐标 xs 和 8, 代 人 方程 (1 后 ， 便 得 到 带 下 五 个 未 知 的 系数 比 的 一 组 无 个 方程 ， 解 这 个 
方程 组 并 求 出 所 求 的 数 信 总、 车 等 , 就 确定 了 一 次 业 续 的 方 各 (1 的 形式 。 

二 次 曲线 与 青 线 相交 于 两 个 点 (两 个 不 同 的 点 ， 或 
柄 个 重合 的 点 , 或 两 个 只 点 一 一 图 207)。 

如 时 在 甘 论 中 除去 虚 遇 线 以 及 退化 为 一 对 直线 的 
二 次 邮 线 , 则 可 以 证 明 @， 每 一 个 -次 方程 (1 ) 经 过 目标 
变换 和 简化 之 后 ,可 以 化 成 直面 各 种 形式 的 困 纵 曲线 方 
起 之 一 。 

窑 十 忠 一 2 (2) 


安 一 所 =1， (3) 


¥ 一 277o (4) 图 215 

写 这 些 方程 对 应 的 曲线 9 称 为 ， 精 加 (图 215), 家 曲线 (图 216), 执 物 线 ( 同 217)、 

兰 因 和 和 肥 曲 线 足 中 心 曲线 , 坐标 畏 与 曲线 的 对 称 铀 填 合 (参看 图 215 和 216), 而 首 物 线 症 此 中 心 由 线 ， 坐 标 
轴 的 配置 如 图 217 所 示 。 

2 类 加 是 点 (30 的 轨迹 ,该 点 与 两 个 已 知 点 .8 各: 的 让 次 之 和 具有 同一 个 数值 2o( 参 看 办 215) 。 

点 Fi 和 FF: 称 为 刁 回 的 焦点 , 蝶 离 F'F: 称 为 梢 癌 的 焦距, 点 4、A'、 避 和 五 " 称 为 本 辕 的 氢 点 ， 线 眉 44' =2a 
称 为 氟 加 的 长 斩 . 线段 BB' 一 25 称 为 搓 阿 的 握 轴 。 

.如 果 椭 闻 的 两 半 轴 相等 (a 一 四, 则 它 的 方程 (2) 确 定 一 个 圆周 (参看 图 215)。 

:本 贺 总 闭合 的 二 次 是 线 , 不 具有 罪 尚 有 点 。 

在 第 四 齐 $ 5 中 已 经 指 册 ， 河 周 的 平行 投影 是 一 条 尚 线 , 这 条 曲线 我 们 也 瘦 称 为 峭 况 。 由 方 各 (2 确定 的 酉 
` 回 与 作为 回 周 的 平行 投影 的 椭 加 是 相同 的 ?。 


I 参看 本 谣 $4 和 第 刻章 、 第 干 章 。 

上 你 ”也 可 以 不 给 出 点 而 给 出 一 些 切线 , 或 考点 和 切线 的 组 台 , 只 要 这 些 元 素 的 总 炒 等 于 5 即 可 。 

何在 解析 几 声 教程 中 有 这 个 癌 了 的 证 时, 例如 参看 再 、 于 , 艺 列 瓦 洛 夫 《解析 几何 >, 莫斯科 ， 同 家 技术 理论 书籍 出 版 让 ， 
1955 年 版 。 

图 ”这些 曲线 有 时 称 为 加 铁 蕉 线 ", 因为 它们 可 在 用 平面 次 欧 徐 面 所 得 的 蕉 线 上 得 浏 ( 密 寺 第 九 童 $3) 。 

入 在 了 H, 鲁 , 切 特 维 前 新 等 $ 到 法 几何 教 各 31856 年 展 右 这 个 问题 的 证 明 , 喜 斯 科 , 国家 技术 理论 书籍 出 版 社 。 
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3， 双 曲线 是 点 (2) 的 轨迹 , 读 点 与 两 个 已 知 点 本 和 严 ; 的 虐 离 之 闫 具有 癌 - 个 绝对 值 20 (参看 图 216) ， 

点 FP' 和 | 1 称 为 双 曲 线 的 焦点 , 焉 离 F472 称 为 双 图 线 的 焦距 , 点 4 和 4' 称 为 双 曲 线 的 顶点 . 线 店 44 二 24 
(常常 也 就 足 直线 44") 称 为 六 曲线 的 实 加 ,线段 BE" 一 25( 常 常 也 就 是 直线 BB') 称 为 双 曲 线 的 康 轴 。 

双 出 线 不 是 闭 信用 线 , 它 有 了 形 条 无 穷 远 分 支 , 这 两 条 分 支 无 限 地 接近 于 两 条 直线 一 一 源 近 线 ? .7 浙 近 线 可 以 
看 作 是 在 双 曲 线 各 分 支 的 无 穷 远 点 ( 非 国有 肯 ) 处 的 切线 。 因为 两 条 渐 近 线 确 定 双 曲 线 的 两 个 渐 近 方向 , 所 以 双 
监 线 有 两 个 不 同 的 非 国有 点 。 双 翰 线 的 渐 近 线 由 矩形 的 对 角 线 来 确定 , 这 个 答 形 的 中 心 在 点 人 9， 短 形 的 边 24 和 
25 平行 于 轴 Oz 和 Oy (参看 图 216)。 


图 216 加 217 


4， 摧 物 线 是 点 (WM) 的 轨迹 , 读 点 与 已 知 点 也 和 已 知 站 线 6 等 下 高 {参看 图 217)。 

点 也 称 为 括 物 线 的 焦点 , 而 直线 了 称 为 抛物 线 的 准 线 。 由 从 点 到 淮 线 的 中 离 FK=%p 称 为 袖 物 线 的 参数 直 
线 FE 称 为 抛物 二 的 轴 线段 PK 的 中 点 0 称 为 抛物 线 的 顶 上 。 

5。 前 面 已 经 指出 , 平行 投射 时 , 平面 代数 井 线 的 次 不 变 (参看 木 章 & 1 之 人。 

南 此 可 见 ,二 次 曲线 的 平行 投影 还 是 二 次 曲线 。 

因为 曲线 上 的 无 穷 远 点 役 射 为 其 投影 上 的 无 穷 远 点 (本章 8 D)， 所 以 曲线 上 无 穷 远 点 的 数目 在 投影 中 保持 
不 变 。 | 

没有 无 穷 远 点 的 蒜 夯 , 刀 然 投射 为 也 没有 无 穷 远 点 的 一 次 曲线 , 即 投射 为 柚 圆 (或 加 )。 

河 类 ， 抛 物 线 (有 一 个 无 穷 远 点 ) 的 平行 投影 总 微 物 线 ， 而 双 曲 线 (有 两 个 无 穷 远 点 3) 的 平行 投影 把 双 曲 
线 。 


$4. 空间 曲线 


1， 空 间 曲 线 码 “ 双 曲 率 "曲线 与 平面 曲线 不 同 的 是 出线 上 所 有 的 点 不 全 在 同 一 平面 上 。 

室 间 代数 曲线 “的 次 可 用 下 面 的 几何 方 法 确定 : 空间 代数 曲线 与 任意 平面 的 交点 数 称 为 空间 
代数 曲线 的 次 。 

外 证 明知 看 第 九 总 $3。 

@, 龟 ” 舌 君 第 九 毅 3。 


全 ”由 独立 的 两 方 径 不 (r, yz) 一 0 和 4 (zz) 二 0 所 组 成 的 联 立 方程 给 出 芭 曲 线 ， 丈 为 空间 代数 基线 ,对 外 F(x. y, 2) 
和 G (m3) 为 工 如 2 的 名 项 式 。 


和 


与 平面 项 线 的 情况 一 样 , 在 这 些 交 未 中 区 包括 实 交 点 , 迎 包 括 记 安 点 。 

空间 曲线 的 切线 定义 与 平面 曲线 的 切线 定义 租 同 。 

当空 阅 曲 线 [上 的 点 政治 着 该 曲线 攀 近 于 点 六 时 , 斋 线 型 计 的 航 限 伺 置 称 为 空 何 曲 绕 
在 点 半 处 的 贸 线 1 (图 218)。 


图 218 


2. 作曲 线 的 投影 时 , 下 面 的 定理 有 着 极 重 要 的 意义 。 

定理 1 如果 空间 曲线 上 的 切线 苇 不 投 腹 为 一 点, 则 上 投射 为 蜡 线 的 投影 忆 的 切线 忆 。 

设想 有 一 条 空间 曲线 ?， 它 在 平面 [I' .上 的 投影 是 曲线 了 (图 219)。 为 了 作曲 线 卫 在 点 于 处 
的 切线 t+、 先 引 一 提 线形 不, 它 的 投影 是 曲线 7 的 基线 和 W' NN' 。 

现在 ， 如 果 沿 莹 曲线 【移动 点 N， : 委 四 个 点 无 限 楼 过 于 点 虹 册 | 割 线 并 w 使 弹 着 不 动 的 点 
转动 而 趋 于 具 极 限 位 置 一 一 切线 上 。 

与 点 六 沼 曲线 在 移 动 的 同时 , 其 投影 N' 沿 曲 线 移动 。 

最 后 , 当 点 加 移动 到 与 点 对 重合 时 ， 割 线 区 就 占有 其 极限 位 置 一 一 雪线 t。 刁 此 辐 时 , 点 
六" 河曲 线 世 移动 到 与 点 于" 重合 ,而 制 线 人 NW' 占 有 切线 如 的 位 置 。 办 为 在 运 动 芍 企 -… 贬 问 ， 
月 线 下 N 和 开交 的 投影 关系 保持 不 变 , 即 现在 这 个 基 系 也 不 会 谱 破 坏 ， 因 而 切线 圭 投 射 为 切 
级 2" 。 

但 是 , 逆 涉 理 是 不 正确 的 。 只 有 当 直 线 的 两 个 投影 都 是 曲线 的 鸯 个 让 应 投 消 的 切线 , 而 且 那 
两 个 夸 点 是 曲线 上 同一 已 知 点 的 投影 时 , 这 直线 才 是 空间 曲线 在 该 已 知 点 处 的 切线 。 

3 如 果 说 为 了 确定 平面 昌 线 的 特性 只 需要 它 的 一 个 投影 就 能 了 , 那么 对 空间 曲线 米 说 ， 情 
况 研 不 同 了 。 

例如 , 图 220, a 和 和 5 给 出 两 条 空间 曲线 的 投影 , 其 中 一 条 个 真实 的 一 看 点 在 (大 ,下 0)， 测 另 
-条 几 有 虚假 的 二 笛 点 二 和 时 。 

要 确定 曲线 的 真实 特性 , 只 能 用 对 照 曲 线 的 两 个 投影 的 办 法 因为 当 投射 方 馈 选 得 合适 时 ， 
容 间 曲线 上 的 任何 一 点 部 可 以 表现 为 夷 异 点 。 

4. 通过 空间 曲线 的 切线 的 每 一 个 平面 俘 可 称 为 曲线 的 切 下 。 

切 杆 曲 列 上 一 已 知 点 的 所 有 有 平面 构成 一 个 平面 束 。 这 个 平面 束 中 有 有 一 个 平面 称 为 密切 面 。 
在 研究 空间 曲线 时 , 密 场 面 起 着 特别 重要 的 作用 。 


“IIIl2* 


图 220 图 221 图 322 

现在 米 说 明 密 切面 与 半 面 束 的 其 余 的 团 而 有 何 区 曙 。 为 此 ， 在 曲线 ! 上 的 普通 点 于 附 近 取 
三 个 点 如 、 六 '、H”, 然后 研究 曲线 前 这 -部 分 (图 221) 。 

这 三 个 点 确定 了 通过 点 台 的 某 个 戴 平面 Qs 以 及 割 线 c 和 小 。 当 点 M1 和 2M? 无 限 接近 二 
点 亚 时 , 割 线 c 和 oc? 就 趋 于 切线 工 的 位 置 , 而 平面 >( 对 、 了 MH) 则 起 于 在 划 线 上 点 杂 处 的 密 
切面 全 的 位置 

a 和 的 概 限 位 置 ( 当 3 RD 
好 处 的 切线 ECe)。 

密切 面 可 以 用 切线 上 和 接触 点 附近 的 某 一 个 点 近似 地 给 定 。 

可 以 证 明 , 在 接触 点 附近 , 曲线 位 在 密切 面 的 未 园 的 两 铀 @。 

伍 道 过 空间 曲线 上 点 江 的 其 它 平面 比较 , 密切 面 考点 供 处 最 紧密 地 接近 空间 曲线 , 这 使 我 们 
能 驶 把 点 浊 附 近 的 空 s 闻 曲线 看 作 是 密切 面 上 的 曲线 (参看 图 221)。 

5， 与 前 曾 所 述 平 面 曲 线 的 情况 相似 , 假定 点 下 沿 空间 出线! 运动 , 而 与 点 太 对 应 的 切线 治 
磺 线 无 讲 动 地 滚动 。 于 是 移动 著 的 切 点 滑 著 切线 对 切线 上 ~ 选 定 的 不 动 点 作 前 远 运 动 (图 
222)。 随 著 点 到 和 切线 + 的 运动 在 点 开外 的 密 饭 面食 也 在 移动 而 改变 善 它 的 空间 位 置 (参看 剧 
222), 


切线 i、 如,……) 的 运动 可 以 届 作 是 切线 在 密切 面 《20,95……) 上 续 瞬 时 旋转 中 心 
( 灌 '，AME 和 9 所作 的 微小 转动 的 总 和 。 

内 切面 QQ 3 dts nd 《E26 ) 所 作 的 向 小 转 
动 的 总 和 。 


如 果 在 某 点 墅 处 ， 点 落 印 线 的 前 进 运动 、 团 线 的 转动 和 密切 窗 的 转动 这 三 个 要 素 的 运动 方 
向 部 不 改变 , 则 对 应 的 苑 替 ; 点 、 切 线 和 平面 称 为 正则 的 。 否则 就 称 为 回 折 点 、 回 抚 切 线 和 回 拆 
平面 。 | Ps 

如 果 珊 符 8 “十 "表示 正则 的 , 而 用 符号 "一 "表示 加 折 的 , 可 得 下 面 作 种 可 能 的 组 合 ; 

吕 P 要 定 这 样 的 报 限 位 置 存在 ,县 与 点 WM? 和 对? 应 点 凡 移 二 的 方太 无关， 


fa 


多 应 明 矢 答 C-T. 苏 尼 可 天 < 微分 儿 何 数 程 > 第 67 页 , 莫斯科 , 国家 技术 理论 书 镍 出 版 社 , 1953 年 版 。 
了 TI 了“ 


可 能 的 组 合 1 ,| 2 


第 “种 情况 的 点 称 为 普通 点 。 其 余 情 况 的 点 称 为 奇异 点 , 因为 它们 都 有 某 些 回 折 元 素 : 回 折 


Te EAT 


6， 我 们 来 研究 带 有 各 种 闫 型 的 虚 的 空间 内线 的 例子 。 

为 了 研究 方便 , 取 一 条 位 在 旋转 柱 面 上 的 空间 曲线 ， 并 认为 它 由 两 个 分 支 组 成 。 所 研究 的 点 分 曲线 为 这 两 
个 分 支 9。 

我 们 这 样 来 放 兽 曲线 , 使 得 在 所 妍 究 的 点 处 的 切线 垂直 于 某 一 个 投影 面 ， 而 使 密切 面 平行 子 另 -- 个 投影 而 。 
这 右 助 于 慨 据 图 来 判断 点 , 切 绪 和 密切 面 是 正则 的 还 是 回 折 的 。 

我 们 约定 , 如 灯 语 着 点 的 运动 方向 在, 当 点 运动 时 ,根据 密切 面 是 顺 时 计 方向 旋转 还 是 点 时 针 方向 旋转 而 你 
空间 曲线 为 右 旋 线 或 左 族 线 。 

图 223 表 孙 点 的 八 种 可 能 情况 中 的 丙种 , 它们 在 表 中 用 号 码 1 和 2 表示 。 

在 第 一 种 情况 中 {图 223, 四， 对 于 普通 点 型 (型 于 ,), 光 论 是 点 沼 雪 线 的 运动 方向 ,还 是 切线 和 和 密 团 面 的 旋 
转 坟 向 , 都 保持 不 变 。 当 点 沿 着 曲线 从 点 晶 ! 向 影 于 从 形 向 对 ? 运动 时 ， 如 图 所 见 ， 平 面 多 是 欢 鞋 卦 方 向 许 转 
的 。 


图 223 
在 第 下 种 情 侈 中 ( 济 223, 6)， 密切 奇 的 旋转 方向 在 点 到 处 改变 了 , 所 以 这 企 帝 切面 称 为 回 折 密 切面 。 当 点 从 
于 ' 向 池 返 动 时 , 平 商 介 舌 时 外 方向 旋转 ( 奉 沪 线 ), 而 当 点 从 班 癌 弄 : 运动 时 ,平面 介 反 时 和 针 方 向 旋转 (左旋 线 ;. 
?， 通过 空间 邮 线 上 上 一 已 外 点 并 融 直 于 该 点 处 的 切线 ! 的 每 - -条 直线 都 称 为 空间 曲线 的 法 线 ， 在 点 亲 


全 ”研究 舍 间 曲线 上 阁 归 贞 的 这 种 方法 是 吕 教 接 JT HH. 雷 老 天 所 中 的 。 
。JI 了 4 。 


处 晓 线 的 法 线 的 雪 迹 是 一 个 平面 , 称 为 法 面 ?(P 上 站。 
在 这 些 法 线 中 挑 出 两 条 : 1) 位 在 将 切面 上 的 一 条 法 绞 秘 为 主 法 线 nm 2) 票 直 于 密切 面 的 一 条 法 线 称 为 副 渤 


线 # 《图 224, 四 。 


作 关 好 


图 224 
切线 4 主 法 线 和 副 法 线 s 在 空间 曲线 的 每 一 点 颁 处 确定 一 个 直角 三 面 撒 , 称 为 基本 三 看 形 或 流动 三 面 形 合 
( 它 随 着 点 形 一 起 沿 明 线 移 动 )。 
基本 三 面 形 各 楼 面 其 有 下 列 名 称 : 密切 面 双人 xza); 法 面 P(ax 5); 化 直 而 (tf x s)。 
图 224, 5 表示 曲线 ! 在 取 作 正 立 投影 面 9 的 帘 切 面 虽 .上 的 投影 并 ,图 .上 上 还 表示 了 在 这 条 曲 
线 上 的 普通 点 悍 ( 肛 ;) 处 所 作 的 基本 三 面 形 的 粹 边 和 棱 面 的 投影 ，Et5) as st{ss) 和 QS2)、 


PCP2). ZT,), 1 
在 平面 Qt:) 前 面 的 曲线 的 左边 部 分 Pass 在 投影 中 是 可 见 的 , 而 曲线 的 右边 部 分 WasVa 


因为 位 在 平面 (RQ,) 的 后 面 而 不 可 见 。 
$5。 平面 曲线 和 空间 曲线 的 近似 作 图 法 


1. 平面 曲 线 的 切线 的 近似 作法 
1) 过 上册 线 外 一 已 知 点 多 作曲 线 的 团 线 (图 225)。 过 点 旬 引 线束 ， 交 已 知 有 曲线 砚 于 1、2，、 


225 228 


名 这 个 三 面 形 也 称 为 弗 兰 纳 三 面 彩 ， 以 纪念 在 1847 第 普 先 提出 性 的 苇 国 学 省 弗 兰 纳 :Fr net)。 
偏 在 各 种 近似 的 图 甫 作画 中 常常 要 作 类 似 这 样 的 手 线 , 即 所 证 “误差 曲线 "。 
115» 


在 曲线 名 和 9 的 相交 处 得 到 所 求 的 切 点 型 , 过 该 点 引 切线 9M。 

2) 平行 于 已 知 方向 a 作 切 线 (图 226)}。31 一 系列 平行 于 a 的 真 线 , 它们 与 曲线 品 交 十 点 1、 
3.3、44……, 过 荡 13,34 56 的 中 点 作 误 差 曲 线 g, 交 晶 线 名 于 点 开 , 点 亚 即 为 所 求 的 切 点 。 切 线 
并 过 形 并 平行 于 直线 o。 


图 227 

3) 过 已 扼 的 二 点 间作 葬 线 (图 227)。 引 一 辅助 直线 上 ， 它 大 致 牧 则 于 所 求 切线 的 预期 方向 。 
过 点 好 引线 柬 , 与 曲线 亿 和 实 线 6 相交 , 并 分 别 从 它们 与 直线 3 的 交点 起 蕉 请 线 缓 等 于 相应 的 创 
线 所 构 忒 的 荡 的 长 麻 (23= 1.56= 14 等 等 )。 过 点 2.5…… 作 误 益 曲 线 9. 并 标 出 它 与 直线 5 的 
交点 X。 志 线 则 筷 =# 就 是 所 求 的 团 线 。 

2， 平 面 曲 线 的 曲率 

辐 辕 的 曲率 具有 于 径 刀 的 阅 周 , 此 曲率 一 放 ， 即 疗 局 各 点 的 则 宁都 相同 且 等 于 半径 的 倒数 ， 辆 周 的 半 衬 
同时 是 网 周 的 曲 尝 半径 rs 一。 加 周 半径 越 大 , 它 的 曲率 就 越 小 {图 228) 。 


图 228 围 229 图 230 


平面 曲线 的 曲率 ”任意 曲线 上 过 个 点 的 临 率 是 不 同 的 , 它 可 下 曲率 测 辕 ( 曲 举 轴 ) 来 确定 。 

过 曲线 蕊 的 点 各 必 曲线 上 与 点 亚 无 限 接近 的 另外 两 个 点 MM! 和 3 也 作风 周 区 极限 位 置 ， 丈 为 曲线 {在 点 
对 处 的 曲 末 闸 周 (此 率 加 )《( 图 22 229) 。 

曲 尝 网 的 中 心 信和 华 径 7% 二 Os 下 称 为 易 线 在 已 知 点 六 处 的 曲率 中 心 和 曲率 水 径 。 助 线 在 点 元 处 的 戎 只 
11s * 


ca Cr 此 


是 = 由 经 在 已 知 点 际 江 的 * 夺 昌吉 二 , 别 在 法 点 处 就 直 大 , 而 mx 则 起 小 , 例 和 ,对 于 直线 ,二 7 一 oc。 
办 贱 . 的 府 国 与 册 线 ?在 点 下 处 共有 公 闪 的 切 弘 上 和 法 线 * 二 On 上 昌 。 
3， 潜 思 线 和 浙 健 线 ”基于 浙 忆 线 和 浙 他 线 的 全 题 与 平面 曲线 曲率 级 理论 有 袁 接 关系 。 
活 伸 线 的 作法 可 坎 过程 米 说 由， 
假设 用 一 条 漆 钦 的 但 不 能 拉 兵 的 线 , 线 的 一 端 当 定 在 折线 省 cz4342…… 的 顶点 Was 上 ， 而 在 线 的 另 - 端 时 


定 … 销 笔 4 图 330) 。 如 果 演 里 这 条 线 . 阁 佑 它 的 最 初 方向 为 型 "Ne 然后 将 它 线 在 折线 开 "M'M' 上 ， 几 线 的 
自 志 端 撕 涂 出 一 条 焦 次 由 儿 耿 不 同 半 神 的 国 殉 组 记 的 中 心 则 线 NeN:……， 各 段 加 师 的 中 心 们 在 折线 的 黄 点 


于 ?和 上 它们 的 半径 ; , 
ro= MON, ri MN re MiNz.. i 
折线 疗 迪 的 太庙 与 中 心 遇 线 上 现 相 他 并 如 接合 点 处 的 法 线 一 致 . 而 长 度 锋 于 王权 邻 园 孤 半 和 纶 的 差 : 
MM = MI 对 等 。 
如 缠 所 上 师 ! 丛 看 加 23 册 、 拆 线 的 汕 相 邻 这 的 内角 等 于 在 中 ， 心 遇 线 两 相应 点 .你 的 切线 的 类 角 ; 
二 人 < 每 等 。 
六 线 的 边 a i 就 得 到 曲线 如 帮 与 它 对 应 的 曲线 部 (图 曲线 2 称 为 曲线 各 的 断 
区 源 届 线 和 尖 人 I ee 中 汤山 线 的 切线 是 浙 伸 线 上 尘 应 点 的 法 线 : 2) 
新 加 线 是 煌 休 线 二 各 点 的 兰 率 中 心 的 新 过 ; 3) 每 一 给 出 的 渐 用 线 对 应 于 一 旅 浙 伸 线 : 乌 一 条 渐 伸张 (图 231 上 
的 .Lr) 都 由 原来 的 线 长 所 确定 : 


图 231 页 2 


园 震 的 洛 伸 线 (图 232) 在 各 种 工程 构图 中 应 用 最 为 广泛 - 在 网 233 上 表示 辆 柱 具 对 待 动 ， 它 的 尚 形 就 具有 
问 局 浙 伸 线 的 形状 (所 谓 浙 伸 线 畏 合 ) 。 渐 熏 们 山形 也 可 在 内 社 蜗 轮 传 动 中 站 到 > 

中 心 曲线 , 或 称 为 栈 变 井 线 , 在 工程 了 上 广泛 应 用 伯 拱 [rr 本 办 等 的 罗 廊 。 多 334 夫 示 的 凸轮 就 忌 用 周 恋 由 续 
作成 的 , 这 曲线 具有 给 定 尺 寸 4B。 

为 了 作 这 条 旺 线 ， 以 二 耻 4B 作为 玫 有 的 直 答 ， 并 引 它 的 区 一 丙 信 6D 4 作为 时 的 对 称 籼 。 嘲 室 和 上 
的 务 刁 网 弧 的 中 心 是 0;4.B 和 忆 . 

所 得 的 巾 线 是 光 少 的 , 在 点 4.B. 万 入 各 有 -- 条 切线 , 并 县 在 4DP. BF、BR 和 下 4 中 每 一 段 的 湖 素 是 不 奖 
的 . 但 相 铝 两 段 的 曲率 却 不 相同 。 


党 浙 伸 线 fannyueitma) 求 源 于 搞 本 字 *evoltvens”. 意思 是 展开 的 , 浙 忆 线 (9801pma) 来 源 于 控 丁 字 *evoluta”， 意思 是 被 漆 
开 的 . 2 


他 参看 第 七 肯 汪 8 之 6。 
<。 117 。 


图 233 图 234 


4。 亿 展 直 曲线 的 近似 方法 “为 了 度量 ( 展 旧 ) 畸变 昌 线 (更 确切 地 说 是 量 出 各 段 贺 弧 )， 常 
采用 近似 的 方法 , 即 利 用 射线 S4 和 58 所 截 得 的 切线 线段 有 2L 米 测量 出 弧 4CB 的 长 度 (图 235)。 
点 5S 在 直线 CO 的 延长 线 上 , 距离 CS 一 3B。 

在 实用 上 , 这 种 作法 ( 当 c<60 时) 已 是 够 准确 。 

用 图 解法 展开 时 , 经 常 要 将 曲 而 上 的 业 线 展 直 或 展开 .。 为 此 , 常常 采用 小 号 法 .正如 这 个 方法 
的 名 称 所 示 ， 是 在 要 被 展 直 或 被 康 开 的 曲线 {平面 的 或 空间 的 ) 上 作 内 楼 的 折线 ， 折 线 的 每 一 段 
都 是 曲线 的 一 段 小 纺 、 如 果 需 要 将 曲线 展 直 , 岂 在 一 条 直线 上 依次 截取 责 线 的 各 段 蝇 长 , 所 得 的 
整个 线段 就 可 作为 蛆 线 的 弛 长 。 

知 果 要 将 曲线 展开 在 另 -一 南 线 上 ， 则 用 忆 知 曙 线 的 各 段 续 首尾 相 捷 地 埠 在 这 条 曲线 上。 由 
此 得 到 的 整 条 强 就 是 展开 了 的 已 知 曲线 。 


“图 .235 


为 了 对 这 种 小 落 法 的 淮阴 度 有 一 个 撤 全 ， 现在 来 研究 确定 相对 误 盖 (要 课 闪 ) 的 公式， 这 个 退 闭 是 由 十 记 
玖 锋 的 粥 来 代 赫 回避 而 产生 的 。 
设 有 半径 为 及 的 列 , 其 内 接 弦 长 为 (图 236)。 与 弦 对 应 的 弧 长 用 表示， 珊 电 心 佣 用 2 表 必 。 团 为 长 


度 5 一 28Rsino 责 a= 这 ,所 以 = 一 一 2Rsin3 太 。 


也 “如 是 了 HH- 发 多 托 夫 写 的 。 
"I18*。 


将 正 监 的 表达 式 写 成 级 数 形式 ,就 得 到 
:可 训 -) 


1 SA 1 Ei 
a 
~28 [起 G2 SG CA 


渐 s 和 它 的 琐 了 之 辣 的 鞭 吕 用 数值 


来 下 孙 。 如 果 我 们 罚 屁 的 攻 来 代 赫 s; 则 由 此 而 产生 的 相对 误差 等 于 : 
je 
24 ‘RI:” 
取 比 诗 圭 于 地 ,并 用 一 此 长度 与 这 个 比 相 适应 的 纺 来 说 直 已 知 弧 。 这 时 所 查 的 弛 长 的 议 差 竺 于 ; 


和 
站 (4) -可 ~"26% 
如 代 我 们 就 取 答 本 身 的 长 度 等 干 汪 的 六 径 的 四 分 之 一 , 由 此 而 对 准确 度 的 影响 其 敏 。 

可 以 说 , 在 这 种 情况 下 , 误差 不 超过 9.3%, 对 精密 的 图 解 作 图 是 完全 可 以 接受 的 。 

根据 上 达 轩 由 ， 灾区 于 的 平面 交 线 应 该 这 样 来 展 直 : 先 将 此 线 分 成 儿 肛 ， 每 度 具 有 大 致 相 和 的 曲率 。 然 后 
近似 地 求 江 每 让 曲线 的 曲率 中 心 和 曲率 半径 。 最 后 , 包 眉 有 曲线 就 可 用 站 来 民 直 ， 而 使 这 些小 等于 该 自 曲 线 的 半 
答 的 闻 ， a 
在 用 分 般 沿 着 曲线 县 取 纺 长 以 及 沿 点 绪 袁 取 范 长 的 过 程 中 ， 由 本 分 规 的 针尖 不 能 恰好 与 这 些 线 的 中 心 重 
合 , 干 是 还 产 毕 了 所 亩 偶然 误 尖 。 弦 长 全 小 (与 半 答 比较 ), 这 种 误 荆 就 盒 大 , 因此 不 应 将 汞 长 取得 大 小 。 

当 册 上述 方法 展开 曲线 叶 , 所 得 的 误 关 还 可 以 更 小 。 


我 们 来 研究 用 小 弦 法 展 直 空间 骨 线 的 问题 。 

设 曲线 照常 用 汕 个 投影 给 定 〔 图 237) 。 先 将 曲线 的 一 个 投影 (例如 水 平 投影 ) 象 平面 曲线 那 : 
样 蝴 直 为 水 平 线 绒 3,B,。 过 该 线段 各 分 点 引 铝 直线 ， 在 加 直线 上 截取 投影 4B。 上 各 点 对 于 育 
线 4,8， 的 高 襄 度 。 结 果 , 作出 了 曲线 4.B,, 然后 再 象 平面 曲线 那样 将 它 扩 直 , 就 得 到 所 求 的 弧 4B 
《41B1, 44Bs) 的 长 度 。 不 难看 出 ， 上述 的 作法 , 实质 上 是 展开 将 已 知 偶 线 投射 到 水 平 投影 面 的 投 
射 柱 面 。 
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5 空间 此 线 的 曲率 和 并 率 ”与 本 查 和 2 中 的 平面 期 线 一样, 寞 卫 和 汕 线 胸 渴 率 可 南昌 崇 辕 、 曲 率 奉 答 和 山 束 
中 心 来 网 定 (做 大 图 229。 

坦率 a 江 为 进 户 线 .上 三 个 无 限 接近 本 虚名 加 辕 的 起 太 缠 置 。 且 于 拘 窗 团 加 起 作 了 了 同 衬 启 定 艾 { 参 秒 
本 藤 §84 谤 沁 

Ot i 

且 兹 阐 的 中 心 0:( 星 线 在 点 展 处 的 晶 举 中 心 ) 共 站 邮 线 的 主 让 线 % 上 ,其 沙 汉 9 就 冯 则 党 半径，。 

研究 空间 出 红 时 , 涂 了 有 风 认 之 外 ,还 归 引 作 抄 率 的 贷 众 

前 两 也 经 其 出 , 空间 曲线 航 密切 再 随 若 从 一 点 泪 波 到 另 -点 而 覆 (图 3331 这 条 ! 收 变 愈 加 烈 ， 出 抄 的 岳 过 
就 惫 上 。 PS 

在 区 城 时 347 :=AE 上 上 , 曲线 的 平均 说 率 的 数值 由 密切 泗 在 避 At 区 喜 二 的 旋 钱 角 日 对 这 段 萄 氏 的 比 起 类 酌 
年 ! 同 2387 。 

平民 人 和 多 之 同 的 夹 角 如 可 以 用 曲线 了 全 疗法 线 ; 8 上 侣 ' 和 5 昌之 亲 克 来 角 (8'Os = 二) 来 度量 ， 


当 A2. 30, 即 当 下 !-> 对 时 ， 比 -县 的 松 限 弥 为 开 线 斌 容 点 及 外 的 拘 紫 了 m: 


rh 一 Jin) 上 到 
Tel RE 


撑 率 故 表 上 曲线 二 已 知 点 及 的 密切 而 的 接近 请 沈 。 挡 束 傅 小 . 曲线 与 密切 丙 剑 接近 。 
下 前 则 线 在 它 所 有 有 的 点 处 的 操 率 部 等 于 特 (m 一 他 . 因为 平面 曲线 全部 位 在 一 个 平 虞 上 ， 则 位 在 曲线 所有 各 
点 的 公共 密切 而 上 ， 


56. 螺旋 线 


， 峡 让 媒 施 线 是 点 沿 着 施 转 柱 面 的 基线 作 等 速 直 线 运 动 , 而 该 基线 又 绕 着 柱 面 的 铀 线束 这 
和 
图 239 表示 的 螺旋 线 [= Mod ne Mr 是 由 点 开 流 着 全 占有 和 如、 淖 如 、 小 各 和 
位 置 的 加 福 母 线 48 运动 而 形成 的 。 这 时 阅 训 心 直 、 A A'4? 鲍 等 彼此 相等 ， 而 且 每 一 段 都 等 


于 地 式 中 4 为 圆柱 直 众 , n 为 力 周 被 等 分 数 

线段 4 一 称 为 蝶 族 线 的 : 导 程 ， 数值 Pp 一 如 -多 为 施 线 的 参数 螺旋 线 的 Mo 部 分 
称 为 螺 测 。 

风 往 半径 r= 及 其 加 称 为 崇 旋 线 的 米 径 和 畏 。 要 给 纳 虹 这 线 ， 必 须 给 出 数值 站 下 p) 
得， 


嵌 旋 线 的 参数 了 确定 了 当 母 线 4B 钛 过 的 角度 也 等 于 -弧度 时 , 点 于 沿 读 母 线 的 直线 移动 
z, 天 


?3 (5) 


图 柱 螺旋 线 可 以 治本 身 移动 。 在 同一 条 如 奖 线 上 的 两 段 辕 一 样 的 线段 ， 可 以 把 其 中 一 眉 放 
在 男 一 段 上 上 而 互相 重合 。 除 了 同仁 嵌 效 线 外 , 只 有 直线 和 加 雇 才 具有 这 种 性 质 。 


= 220。 


向 239 


2.。 埋 施 线 的 参数 方程 具有 下 列 形式 (图 240): 
z= rsinp; y=r"*vosp; 2=1:mp,l | 《6》 
式 中 4 是 绕 轴 2 的 旋转 角 。 . 
在 这 个 图 上 , 螺旋 线 的 投影 是 直接 根据 点 沿 旋 转 往 面 运动 而 形成 螺 放 线 的 方法 作出 的 。 
改作 昕 旋 线 的 投影, 可 将 局 仁 的 底 加 (中 蝶 旋 线 的 水 平 投影 ) 分 为 车 十 等 分 , 又 在 团 柱 的 补 线 
工 莹 取 一 段 等 子 导 程 的 线段 , 也 分 为 相同 特 分 , 在 我 们 所 研究 的 图 上 是 分 为 12 等 分 的 。 
过 各 等 分 点 引 相 应 的 水 平 线 和 销 直 线 , 这 些 直线 的 交点 就 是 螺旋 线 各 点 的 正面 投影。 
为 了 得 到 螺旋 线 在 平行 于 平面 z0z 的 平面 也 上 的 投影 方程 (参看 图 240)， 应 当 从 方程 (6) 
的 第 一 式 和 第 三 式 中 消去 参数 中 就 得 到 正弦 曲线 的 方程 ; 
z 一 ?sin 二。 (7) 
玫 施 线 可 以 是 右 旋 的 或 友 族 忽 。 如 果 观 宕 者 沿 媒 旋 线 的 加 向 看 到 运费 线 按 反 时 和 针 注 向 缠绕 
上 升 , 则 这 螺旋 线 就 称 为 右 螺 施 线 。 
号 右 蝶 旋 线 对 称 于 某 一 平面 的 螺旋 线 称 为 左 螺 旋 线 人 。 观 察 者 疝 到 这 种 媒 旋 线 是 按 顺 时 针 


DD 沁 可 以 出 点 消 螺 旋 线 移动 陡 密 切 春 铝 旋转 方向 来 确定 如 旅 污 是 十 施 这 是 站 施 ( 骑 洽 林 草 呈 1 之。 
”了 27。 


方向 纺 弦 上 升 的 。 

图 240 笨 出 的 是 右 螺旋 线 ， 而 图 241 画 出 的 是 左 螺 旋 
线 。 

3， 将 圆柱 面 展开 时 , 螺旋 线 在 展开 图 上 是 一 条 与 水 平 
线 成 倾角 a 的 直线 (参看 图 240)。 - 

这 可 由 蝶 旋 线 的 形成 规律 直接 得 迅 :点 完成 了 一 次 复 
合 运 动 ， 这 运动 由 治 面 周 da4:42.…… 的 旋转 (参看 图 239 图 241 
和 240) 和 沿 垂 下 于 圆 局 所 在 的 平 而 的 一 条 直线 移动 组 成 。 贺 周 的 相等 的 风 弛 对 应 丁点 的 相 畦 
的 直线 移动 。 在 展开 图 上 圆周 44:4.…… 变 为 水 平 直线 , 因而 这 条 直线 上 的 相等 的 线段 对 应 上 
点 在 铅 直方 向 上 的 相等 的 直线 移动 。 

总 之 , 点 的 轨迹 在 展开 图 上 是 一 条 线 , 这 条 线 上 的 点 的 纵 坐 标 与 粮 坐 标 成 正比 ， 因 而 这 委 迹 
是 一 条 直线 。 


任 -点 于" 处 的 切线 的 颁 朋 (参看 图 239 和 240) 。 
第 < 可 由 下 式 确定 [参看 图 240 和 公式 (5)]]; 
*。 122 。 


三 和 8) 
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在 回 柱 商 上 两 任意 点 间 拉 紧 了 的 线 是 沿 着 螺旋 线 走 的 ， 这 条 线 在 该 两 点 间 所 引 的 所 有 线段 
中 是 最 短 的 , 或 是 圆 性 面 上 的 测 地 线 。 

圆柱 螺旋 线 的 特点 是 线 上 各 点 的 曲率 和 挽 率 均 为 常数 。 | 

4， 昭 柱 面 的 底 可 以 当 作 某 一 贺 欠 向 的 底 ( 套 看 图 240)， 其 锥 顶 @ 位 在 轴线 上 ， 而 共和 母线 则 
平行 上 螺旋 线 上 各 点 处 的 对 应 的 切线 。 

这 个 同 锥 而 称 为 絮 埃 线 的 导 锥 面 。 导 锥 面 二 所 有 的 母线 与 底面 的 倾角 是 a， 而 高 度 则 等 于 
?tgQ, 因此 , 根据 公式 (8), 此 高 度 也 等 于 蝶 旋 线 的 参数 2。 

在 螺旋 线 的 点 闻 ! 处 的 切线 # 平行 于 平面 Ts 而 且 平 行 于 导 锥 面 的 母线 @4?( 参 看 图 240)。 

在 图 238 和 240 上 还 表示 出 蝶 旋 线 的 副 甘 线 s, 它 与 切线 上 一 起 确定 化 直面 2, 化 直面 与 贺 
锥 面 切 于 母线 必 形 "， 它 是 通过 切线 二 而 使 螺旋 
线 位 在 其 间 侧 的 唯一 平面 。 

次 研 线 线 委 4a7 等 于 圆柱 底 圆 的 慑 长 M4 
A (参看 图 239 和 240)。 由 此 得 出 结论 ， 点 
人 (了..T,) 位 在 回馈 的 渐 伸 线 ， 亦 即 圆柱 媒 诈 线 
上 所 有 各 点 的 切线 的 水 平 迹 点 ， 构 成 位 在 这 个 贺 
梓 底 面 上 的 辆 周 渐 伸 线 (参看 图 240) 。 

网 柱 弹 得 具有 坚 旋 线 的 形状 ， 并 且 可 以 放 在 
党 上 象 放 在 化 直面 了 上 -- 样 (图 242)。 桌 面 与 漳 
簧 的 外 圆柱 面 沿 有 母线 相 切 。 弹 簧 在 上 振 上 的 投影 为 
正 嘴 曲线 (参看 图 240) 。 


~ 


等 速 直线 运动 ， 而 该 母线 又 绕 着 锥 面 的 负 线 等 速 
旋转 时 的 运动 轨迹 。 

为 了 作 圆 锥 螺旋 线 的 投影 ， 必 须 将 圆锥 的 底 
圆 和 蝶 旋 线 的 导 程 疡 分 为 相册 等 分 《在 图 243 上 


图 242 
全 ”证 明 参 在 下 、 亚 ， 切 特 维 得 新 各 4 夯 法 几何 教程 > 版 斯 科 , 国家 技术 理论 书籍 出 版 社 , 1956 年 版 。 


人 


分 为 12 等 分 )， 并 引 癌 锥 的 相应 的 母线 。 
i 昭 锥 外线 的 用 位 移 成 正比 . 根据 这 -一 点 就 可 找 出 动 点 在 总 从 : 刁 


线 上 的 位 置 。 
网 禾 蝶 旋 线 的 正面 投影 是 宪 示 在 图 243 上 的 一 条 曲线 , 而 它 的 水 平 投影 是 阿 基 米 熏 


人 243 上 作曲 了 圆锥 左 螺旋 线 。 
. 了 现在 来 研究 一 个 例子 。 


这 过 同人 计 申 府 线 . 上 的 点 和 作 千 本 下 ; 面 形 的 平 而 全、 2,Q 和 和 P{ 图 244) ( 参 
看 本 意 8 和。 

过 蝶 旋 线 上 已 知 点 型 作 切 线 二 然后 把 圆柱 转 一 下 ， 使 直线 1(t 平行 
于 平 而 JJ。 于 足 ， 由 切 绞 了 和 图 柱 的 母线 MB 确定 的 化 直列 立 也 平行 
于 林 :。 

垂直 于 平面 > 的 二 小 线 n 投 遇 为 一 点 ‘=, 1 而 党 切面 名 txn) 投 
射 为 直线 纺 .二 1,。 l 

位 在 开 辆 上 的 副 法 线 stsz) 王 青 上 密切 面 QQ 。 巩 丰 ， 区 向 P in 
Xx 对 投 射 为 -直线 P=ss。 余 244 

这 磋 一 米 ， 亲本 三 面 形 的 所 有 三 个 平 适 z 避 和 以 及 写 们 的 交 缠 4 “和 5 就 才 帮 出 来 了 。. 


ys 


复 习 题 


1, 什么 症 平 曙 戎 线 和 家 局 尖 投 ? 如何 确定 代 教 曲线 (平面 的 和 灾 阅 的) 的 次 

2， 平 行 投射 时 ,平面 放 绕 的 圣 些 位 质保 持 不 江 

3， 什 各 是 前 线 的 “ 奉 异 点 ?7 它们 在 曲线 上 认 什 么 由 点 

4+， 试 写 出 二 次 曲线 的 普遍 方程 。 为 了 确定 它 , 应 芒 出 曲线 的 多 少 个 点 ? 

f*， 试 写 出 氛 罗 , 汉 贞 线 和 提 物 线 的 标准 方程 。 试 缀 电 这 些 馈 弄 作 为 点 的 轨迹 约 窒 义 。 
6+， 精 呵 ( 发 昭 线 、 质 物 线 ) 的 平行 投影 可 能 是 什么 滥 线 ? 

7， 芷 伴 定 文 空间 册 纵 的 密 雪 交心 

8+， 什 么 号 空间 基线 的 龙 本 二 训 形 + 

9， 斌 述 平 师 止 线 的 禄 线 的 近似 作法 。 

10*， 如 何 确定 曲线 上 已 知 点 多 的 曲率 ? 

11*， 试 纷 出 平面 曲 约 产 伸 经 和 渐 邮 线 的 定 郊 。 写 出 它们 的 基本 性 质 。 
12， 试 述 阅 柱 煤 旋 钱 的 定义 。 应 当 怎样 配置 投影 郴 省 能 使 圆柱 螺旋 线 投射 为 加 周 和 正 卜 量 线 ? 
13， 螺 旋 线 在 什么 开 角 下 才 变 为 圆周 总 直线 ? 


练习 题 


1 试 证 明 图 上 的 代数 舱 线 〈 柏 努 利 双 组 线 ; 的 次 不 小 于 4 
并 指出 它 的 奇异 点 (图 245)。 | 
2*， 在 什么 条 件 下 , 位 在 一 盘 万 区 平 古 QQ 上 月 共有 半 加 和 
的 条 图 投 射 到 IT 上 成 为 加 于 ? 图 245 
3*， 求 作 贺 镍 梁 旋 线 的 基本 三 面 彤 . 让 图 锥 媒 旋 线 的 导 锥 面 锥 顶 前 为 80" 慎 程 为 20 豪 洒 。 


中 证 明 人 不 大 HH 妥 ， 切 特约 音 新 等 < 画 站 儿 何 教 得 3, 莫斯科 ,国家 找 术 理论 书籍 山 起 社 , 1956 年 版 。 
1T24。 


第 七 章 “ 粗 面 - 曲面 的 形成 、 在 图 上 
的 给 定 和 工程 上 的 应 用 


， 共 本 概念 和 定义 ， 曲 西 的 解析 给 定 法 ， 用 骨架 给 定 的 曲面 


， 在 这 以 前 我 们 已 研究 过 一 些 几何 形象 的 性 质 和 折 互 位 置 . 这 些 几何 形象 在 复合 图 上 的 游 
ee 吉 实 站 ， 表 示 一 条 直线 只 要 给 出 直线 上 两 个 点 拘 技 影 。 表 未 一 个 平面 只 要 给 
下面 上 不 在 同一 直线 二 的 三 个 点 的 投影 。 作 多 面体 的 图 象 归 姑 为 作 它 的 网 络 的 投影 。 才 配 
体 的 网 络 出 多 画 傈 的 所 有 的 顶点 和 楼 边 组 成 。 
在 遍 丰 这 些 情 况 里 , 所 给 的 几 介 形象 都 是 在 图 上 给 定 的 , 因为 这 个 图 足以 萌 定 这 些 形象 的 任 
何 一 个 点 。 
人 这样, 为 了 在 图 .上 给 定 直线 、 平面 和 多 面体 ， 只 要 给 出 它们 数量 有 限 但 经 严 拖 确定 的 点 器 实 
线 就 够 了 。 . 
对 于 曲 向 的 图 象 来 说 , 这 个 原则 有 了 冉 是 不 充分 的 因为 可 能 有 些 测 面 不 能 用 它 的 歼 量 有 限 赃 
符 殊 点 或 线 给 出 。 因 此 , 妥 给 定 曲 曾 常 常 采用 别 的 方法 。 
?2， 曲 面 的 解 椅 给 定 法 ”解析 给 定 法 是 一 种 可 能 的 ,而 且 下 被 广泛 应 用 节 曲 曙 给 定 法 。 这 仿 
方法 把 赐 面 看 作 嘴 点 的 锡 迹 , 这 些 点 的 坐标 满足 于 已 知 方程 (代数 曲面 和 超越 曲面 ?。 
如 果 击 面 的 方程 甲 (x,y, 2) 二 0 是 % 次 代 狼 方 积 ， 则 这 曲面 称 为 # 次 代数 曲面 。 共 汕 盏 而 扳 
一 次 方 释 炒 表示 ,因而 平面 可 以 称 为 一 次 曲名 。 
2 次 曲 南 柳 可 定义 为 与 尾 意 平面 祖 交 于 ”次 曲线 (有 了 时 是 分 解 的 或 虚 的 ) 的 盟 汕 ， 也 可 定 这 
为 与 -条 不 完全 属于 该 曲面 的 任意 直线 相交 于 %# 个 点 { 实 的 或 虚 的 ) 的 册 面 。 
这 两 个 定义 是 等 价 的 。 
例如 , 试 研 究 用 方程 
-+ 2 (GD 
A 
线 来 研究 。 
用 平面 xz0z (y=0} 和 y0z(s= 0) 稚 得 的 夫 线 ( 主 币 线 ) 是 捧 物 线 : 
r= 一 23Z， (23 
y "20z, (3) 
季 们 邓 下 的 方向 是 相反 的 。 
用 平面 zOy(z = 站 截 得 的 截 线 由 方程 
a 25 


(人 
哆 定 , 它 是 一 对 直线 04 和 0B: 


s .9 


Eb : 
rr ra (4°) 
在 本 章 85 和 8 7 中 将 说 明 ， 曲面 上 所 得 的 这 两 条 直线 不 是 唯一 的 。 它 们 属于 布 满 示 个 邮 面 
的 两 个 直 母 线 族 。 
用 下 行 于 平面 *Oy 的 平面 <=& 截 得 的 裁 线 是 双 曲 线 。 
例如 , 用 平面 T(x= 一 a) 截 得 的 截 线 是 双 则 线 ; 


2 2z 


区 3 

2 > 
.这 双 曲 线 具 有 平行 于 钠 0z 的 实 负 , 而 用 平 而 卫 (z 一 纺 截 得 的 是 双 曲线 : 

Ca 


它 具有 平行 于 轴 0y 的 实 轴 。 
用 平行 于 平面 z0z 的 各 平面 玲 得 的 截 线 都 是 拖 物 线 。 例 如, 用 平面 H(y=6) 和 8 (y=…0) 
截 得 的 是 相同 的 抛物 线 , 其 方 程 是 ; 
= —2pz+89 (7) 


二 较 上 态 程 (2 和 (7 时: 我 们 发 现 这 些 方 程 所 确定 的 抛物 线 彼 此 机 等 。 其 中 抛物 乒 57) 的 顶点 
= 了 126。 


朝 平行 于 轴 0s 的 方向 对 拍 物 线 (2) 的 顶点 移动 了 如。 


所 作 的 分 析 说 明 , 双 曲 抛物 面 可 以 由 撕 物 线 (7) 运 动 形成 (参看 图 246)， 读 抽 物 线 的 对 称 轴 
恒 在 平面 #0z 内 , 并 总 平行 于 轴 0z， 顶点 则 沿 抛物 线 (3) 移 动 而 且 运 动 着 的 抛物 线 的 平面 恒 平 
行 于 平面 20z。 

从 力学 中 知道 ， 这 种 运动 称 为 平行 移动 B。 

当 某 一 曲线 (母线 ) 作 平移 运动 ， 而 曲线 上 的 某 一 个 点 撞 绘 出 另 -一 条 昌 线 (导线 ) 时 | 所 形成 的 
曲面 称 为 移动 曲面 。 因 此 ; 双 曲 抽 物 面 可 以 看 作 龙 移动 曲面 。 | 

3 用 骨架 给 害 的 曲面 ”有 时 负面 可 以 由 其 上 车 干 条 线 (车 的 站 和 和 ) 给 出 。 这 些 线 的 总 和 称 
为 此 架 。 用 帝 架 给 定 的 曲面 是 不 完全 确定 的 , 因为 用 周 样 的 骨架 也 可 以 构成 别 的 曲面 , 只 是 彼此 
稍 有 不 同 。 | 

这 种 曲面 在 图 上 是 用 炭 架 曲线 的 投影 给 定 的 。 所 得 的 图 的 特点 是 曲面 上 不 在 骨架 曲线 上 的 
点 只 能 近似 地 作出 。 

这 种 在 图 上 给 定 曲面 的 方法 是 用 来 给 制 不 六 备 任 们 几何 烦 律 的 则 面 的 。 

试 研究 几 个 例子 。 

图 247 表示 由 两 个 线 族 吕 和 了 给 定 的 曲面 的 模型 。 模 型 由 纵 加 的 和 横向 的 及 4 和 B 构 成 
肋 上 有 村 ,以 盏 装 电 时 连接 之 用 。 将 装 包 好 的 骨架 0 莹 起 来 ， 就 得 到 由 而 9 这 个 曲面 还 单独 画 
在 图 .上 (参看 图 247, D 和 至 )。 


ed 


图 247 
飞机 ,汽车 等 等 的 外 老 就 是 出 类 似 的 曲面 组 成 的 。 
例如 , 试 研究 图 248 所 示 的 飞机 机 奥 的 外 这 。 外 沉 的 曲面 中 用 骨架 的 投影 给 出 , 骨架 由 位 在 
水 平面 T(J,)，E(E:) 和 @(B@,) (用 水 平 线 3、 4 和 5 表 东 的 平面 ) 的 线 族 (水 平 线 ) 和 位 在 开平 而 
ACAD),P(PD) 和 也 (1) (用 纵 切 线 0. 工 和 2 表示 的 平面 ) 的 线 族 ( 纵 苇 线 ) 组 成 。 


外 如果 曲线 第 动 时 连接 曲 弹 上 汪 对 点 的 每 一 条 药 恒 相 互 平行 , 则 曲线 的 这 种 移动 称 为 平行 移动 。 
在 运动 学 上 , 形体 (其 中 包括 井 线 ) 平 行 移动 的 特征 基 堪 体 上 所 高 的 点 具有 同样 的 好 讼 。 


* 了 7F + 


4 


圾 十 线 -4 锥 芭 过- 
SEA . 


织 切 线 -2 


图 248 


图 上 表示 出 用 平面 8525) 蕉 机 身 填 面 调 得 的 斜 内 线 的 水 平 投影 及 甚 实 形 的 作法 。 为 此 村 出 
了 平面 全 与 纵 切线 4 Bo Co … 及 与 水 束 线 D;, 丙 s, 避 …… 的 交点 。 刻 线 的 水 平 投影 由 点 C、 


将 平面 多 绕 正平 线 48(48,) 识 鱼 ， 使 它 与 事 硬 了 ,重合 "为 了 在 重 台 后 的 位 置 作 截 线 的 
点 , 引 直线 通过 标 出 的 点 并 革 家 于 直线 Qs, 在 这 些 簿 线 上 戴 么 的 长 庆 使 对 应 于 纵 切 线 的 号 玛 或 水 
平 线 上 各 个 点 的 深度 。 例 如 , 为 了 作出 位 在 纵 团 线 -? 上 的 点 Cs, 礁 取 线段 CC。 使 等 于 纵 切线 -2 
到 对 你 铀 的 距离 .4; 为 了 作出 位 在 水 平 线 -4 上 的 点 ,天 取 BB 使 等 于 点 B) 的 深度 -7 

识 据 找到 的 点 而 用 曲线 板 连 起 来 的 曲线 DE CB (参看 再 2481 当然 
都 站 近似 的 。 这 与 由 骨架 给 定 的 曲面 中- - 样 , 不 是 完全 确定 的 、 

4， 存 地 形 学 中 表示 地 醒 形 状 时 , 常 取水 衬 线 作为 稼 型 曲线 。 

这 样 给 出 的 曲面 称 为 地 形 曲 面 (图 249) 。 


园 249 
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$ 2， 运 动 电 而 . 曲面 的 确定 要 素 和 虹 面 
“让 定 ， 曲面 的 外 形 线 


旬 持 不 变 i 
这 样 , 运动 曲面 的 形状 鲈 玻 决 十 母线 的 形状 和 它 在 空 闻 移 动 的 规律 。 
每 一 种 类 型 的 运动 曲 钾 遂 党 者 有 定义 , 这 个 定 必 表示 出 基线 的 风 状 和 它 在 空间 移动 的 规律 ， 
商 有 时 , 例如 对 于 旋转 铀 面 或 直 统 面 ( 和 母线 是 次 线 此 )， 只 要 表示 这 两 个 更 素 中 的 -个 妇 可 。 对 十 
后 一 情况 , 第 二 个 莫 素 (对 旋转 曲面 来 说 是 环线 的 形状 , 对 直 纹 面 来 说 是 母线 的 运动 特征 ?并 不 影 
响 指 0 由 于 局 于 正 波 确定 阴 类 型 加 。 
- 现在 米 说 明 可 以 用 秆 么 元 素 在 空间 给 定 某 一 类 型 的 邮 面 。 显 然 ; 这 就 是 能 唯一 确定 曲面 
的 形 ? 状 和 大 小 的 那些 元 索 。 这 意味 首 , 我 们 会 得 到 必需 的 资料 来 作 所 研究 的 曲 闸 , 因而 就 可 以 在 
错 商 二 大 出 任 营 的 尽 线 (一 般 是 曲线 ) 和 点 。 
把 已 知 曲面 从 其 所 属 的 某 业 型 曲面 中 区 分 全 出 天 的 寺 些 昌国 于 于 《各 部 ?的 总 和 称 为 曲 可 的 加 
定 要 到; 
例如 . 大 家 知道 , 旋转 锥 而 由 轴线 和 母线 完全 给 定 ( 图 250, 4)。 td no ad 
成 : BB(i, 1),. 


图 250 


已 分 别 使 看 相亲 33 和 3 56。 
雹 ”对 于 用 解析 法 给 定 移 草 面 (例如 ,二 次 曲面 ), 具 定 义 具 有 访 冰 的 特征 ( 才 夏 本 各 5)。 
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应 读 指 出 , 记述 的 锥 面 给 定 法 不 是 只 .的 。 关 于 这 个 问题 后 面 将 有 更 详细 的 所 述 。 

给 定 旋转 钥 面 的 轴线 i 和 母线 ! 就 可 以 作出 这 个 馆 面 (参看 图 250, a) 。 在 这 个 锥 面 上 我 们 
当然 可 以 引出 曲面 的 任何 其 它 直 母线 《如 、、23.……) 或 贺 周 (9，mm) 以 及 标 出 曲面 的 任意 
战 (时 )。 

我 们 注意 到 ， 只 要 能 够 在 永 形 中 作出 运动 曲面 的 任何 母线 即 等 于 给 定 了 该 曲 面 。 以 后 我 们 
常常 就 把 “曲面 的 确定 要 业 " 这 个 概念 与 作出 恋 遇 而 的 任何 母线 的 可 能 性 联系 起 来 。 

3， 人 研究 过 关于 在 原形 中 给 定 曲 面 的 基本 原理 之 后 ， 就 可 以 转 到 在 复合 图 上 作曲 面 的 投 
影 图 。 

这 时 ， 我 们 应 解决 的 基本 问题 可 叙述 如 下 : 给 出 曲面 上 哪些 几何 元 紊 的 投影 才能 得 到 曲 击 
的 可 北 困 (或 度量 上 确定 的 图 ) 呢 ?在 这 种 图 上 , 曲面 的 任何 一 点 都 将 是 确定 了 的 , 因而 曲面 完全 
给 定 。 

显然 , 企图 上 应 当 给 出 曲面 上 这 样 的 几何 元 素 (点 和 线 ) 的 投影, 以 便 根据 这 些 元 素 就 可 以 找 
出 曲面 的 确定 要 素 , 因而 也 就 找 出 该 曲面 的 原形 本 身 。 特 别 是 , 曲面 可 以 在 图 上 用 它 的 确定 发 素 

暴 面 的 这 种 图 解 给 定 法 在 度量 上 是 确定 的 ， 因 而 可 以 解决 曲面 上 的 任何 定 售 问 题 和 度量 问 
题 , 其 至 可 以 把 曲面 重新 制作 出 来 。 

例如 , 上 面 已 经 断定 , 旋转 锥 而 的 确定 要 素 由 它 的 轴线 和 母线 组 成 : @(i, /)。 因 此 ,为 了 在 
图 上 给 定 种 西 , 只 要 给 出 它 的 确定 要 素 的 投影 : iiu ti 和 Et 1) 就 够 了 (参看 图 250, 6)。 

4 描绘 曲面 的 曲线 ( 戌 线 ) 在 空间 的 移动 规律 , 可 以 方便 地 用 运动 母线 所 治 着 滑动 的 一 些 不 
动 的 曲线 给 定 。 这 些 不 动 的 网 线 称 为 导线 , 它们 常常 是 曲面 的 确定 要 素 的 组 成 部 分 。 

这 样 , 在 任何 运动 曲面 上 都 可 分 出 两 族 曲线 : 3 
每 线 族 (5D) 和 导线 族 〈m)， 纪 一 族 曲 线 春 布 满 束 
个 曲面 ， 并 且 每 -- 族 都 可 由 任意 形状 的 曲线 ( 平 
面 的 或 空间 的 ) 组 成 (图 251)。 如 果 将 母线 和 导 
线 互 调 ， 即 取 秋 自 为 母线 , 面 取 上 和 帮 为 导线 , 结果 
还 是 得 到 同一 个 曲面 中 。 ”~ ” fe 

返 动 曲 面 的 骨架 可 以 由 .上 述 的 两 线 族 的 曲线 。 ，”， 
3 和 所 mm 组成。、 


ee 
如 果 考 虑 到 母线 移动 的 连续 性 , 央 而 也 就 是 考虑 到 世面 本 身 的 连续 性 , 就 可 以 作出 一 个 对 运 
动 曲面 的 理论 非常 重要 的 结论 ， 始 通过 曲面 的 任何 一 点 可 以 引 一 对 属于 曲面 上 两 个 不 同 线 族 的 
曲线 。 , J 

5， 上 曾 说 过 , 在 曲 商 的 可 刻 图 上 不 仅 能 作出 它 的 母线 ， 而 且 能 解决 与 这 曲面 有 关 的 任何 定 
位 问题 和 度量 向 题 中 。 作 曲面 上 的 点 的 投影 是 最 简单 和 最 基本 的 定位 问题 ， 并 可 作为 解 更 肥 杂 


全 ”参看 第 八 , 九 . 十 和 十 一 京 。 
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的 定位 问题 或 度量 问题 的 基础 。 

求 任 一 曲面 上 的 点 六 ( 豆 1) 的 第 二 个 捞 影 以, 可 用 一 般 方法 ， 即 过 点 型 的 已 知 投 影 入; 3 
属于 曲面 的 两 线 族 之 一 的 线 5(2 7)。 然 后 作出 这 条 线 的 第 二 个 投影 zz; 并 过 点 于, 引 连 系 线 。 点 
MM 的 第 一 个 投影 下, 便 位 在 所 引 的 连 系 线 与 线 pa 的 相交 处 。 至 于 选择 哪 一 个 族 的 线 较 好 , 取决 
于 这 些 线 的 作 图 是 否 简 单 。 例 如 , 对 于 直 纹 面 常用 它 的 家 母线 (例如 ， 参 看 图 250, 6)， 对 于 旋转 
曲面 则 册 图 母线 ( 曲 而 的 纬 加) 等 多 中。 

顺便 提 一 下 , 对 平面 来 说 , 这 问题 可 用 平 贾 上 的 直线 来 解 。 

6， 为 了 说 明 上 述 的 道理 , 试 研究 儿 个 具体 的 曲面 的 形成 和 在 图 上 给 定 的 方法 。 

在 图 上 给 定 一 个 由 若干 个 点 或 线 所 确定 的 运动 曲面 ， 可 归结 为 给 定 这 些 点 或 线 的 投影 。 合 
时 要 注意 到 补充 图 形 的 某 些 条 件 。 

例如 , 试 研究 球面 和 旋转 柱 面 的 形成 。 

球面 可 以 用 球 心 和 球面 上 一 点 的 投影 给 出 (图 252,e)。 这 时 应 想象 出 图 二 所 给 出 的 就 是 一 
个 球面 而 不 是 线段 O04。 球面 的 确定 要 素 是 EE(0, 4)。 

过 点 0 和 4 引水 投射 面 (TT)), 间 把 它 绕 铅 直 轴 .i 转 到 正面 位 置 (图 252, 6)， 就 找到 球面 
土 … 个 大 圆 的 投影 而 ( 而 ， 人 二)。 将 赔 到 绕 轴 i 旋转 就 形成 一 个 球面 。 这 时 球面 的 确定 要 来 是 
E(i, td}。 


图 232 ee 图 253 
现在 来 研究 具有 轴 i 和 母线 1 的 施 转 柱 面 中 (图 253, 4) 。 该 曲面 的 确定 要 素 由 灿 i(ii, iz) 
和 母线 Lh4, 4s) 组 成 : 中 Gi, 有 )。 
柱 面 也 可 以 由 位 存 其 表面 上 的 曲线 了 旋转 而 成 ， 或 由 圆 w:， 泊 !、W、m?… 平 行 移动 而 成 


他 参看 本 童 8 5、 86 和 37。 
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《移动 曲面 )。 

在 这 些 情况 下 , 曲面 的 确定 要 素 应 当 表示 如 下 : 中 (i,), 呈 (i, 贡 )。 

上 述 这 些 例子 进 明 : 一 个 曲 茄 可 用 不 同 的 方法 形成 。 在 实用 上 ， 可 以 从 各 种 可 能 的 申 而 形 
总 方法 和 各 种 可 能 的 苹 线 形状 中 : 选取 对 曲面 作 图 和 解 十 最 往昔 、 最 方 使 的 一 补 。 

7， 和 包 络 大 ”运动 由 面 也 可 以 用 别 的 方法 形成 : 即 用 屋 曲 敬 的 运动 而 不 足 积 以 前 那样 汝 线 
角 运 动 来 形成 。 这 时 运动 着 的 曲面 便 形成 一 个 称 为 族 的 曲面 集合 。 

从 微分 几何 入道, 如 果 蛆 面 在 它 的 每 一 个 点 处 都 与 已 知 族 的 某 一 曲面 相 切 , 则 这 曲面 称 为 已 
知 族 的 包 络 面 。 


~ 


CAA, As .… 的 但 结 而 而 形成 A 
周 称 为 特征 线 ( 参 看 图 253, 6) 。 出 硬 的 确定 要 素 是 中 (i, BA), 这 里 及, 是 母 球 和 的 半径 。 

8. le clea a 还 要 有 直 疯 狂 。 出 用 次 而 定 要 
tment er ia 二 要 表示 出 则 而 的 
外 形 线 。 这 样 ， 在 "曲面 的 按 影 "这 个 骸 您 蜂 通常 便 包含 着 曲面 的 外 形 线 和 确定 曲面 的 几何 元 束 
《点 和 线 ) 的 投影 。 


投射 光线 


虹 交 的 外 形 线 玫 


图 254 图 255 


设想 将 业 一 任意 曲面 中 平行 投射 或 中 心 投射 到 投影 而 I' 上 (图 254 和 255) 。 这 时 ， 可 以 分 
高 出 与 曲面 中 相 切 这 众 成 某 个 投射 机 的 投身 光线 , 这 个 投射 面 在 平行 投射 时 是 样 面 , 在 中 心 投身 
时 是 锥 面 。 投 射 而 与 已 知 册 而 的 切线 1 称 为 轮 廊 线 。 投 射 面 与 平面 [IT' 的 交 线 1 称 为 已 知 曲面 
中 的 外 形 绕 ， 

这 楼 ， 曲 而 外形 线 是 作为 罗 蜡 线 在 质 疮 投影 重 上 的 投影 而 作出 的 。 

井 而 外形 线 是 曲 面 企 所 给 投影 面 二 可见 部 分 的 边界 。 它 给 曲面 上 各 个 点 的 投影 从 投影 面 .上 
所 有 其 它 的 点 中 划 出 一 个 配置 范围 。 国 此 在 复 合 网 二 表示 曲面 时 轮廓 线 在 其 它 站 面 | 的 投影 
称 为 订 见 性 线 。 

在 图 256 上 画 出 了 球 曾 的 两 个 投影 ， 球 而 在 平面 IT 和 IT 上 的 外 形 线 吓 加 和 和 吕 。 在 区 
»¥32* 


TV 芭 nl， 


fw 


一 个 投影 面 上 , 这 些 加 投射 为 可 见 性 线 好 和 mi@ 
9. 我 们 要 转 询 研 究 在 各 种 技术 领域 的 实践 中 得 到 广 省 应 用 的 几 种 运动 曲 芹 。 
这 几 种 曲面 是 久 ; | 
1) 旋转 曲面 , 它 由 任意 的 母线 弹 不 动 的 轴 旋 转 而 成 , 其 中 包 桥 二 次 旋转 曲面 ; 
2) 一 般 形 式 的 二 次 曲面 ; 
3) 直 纹 面 . 它 可 由 直线 运动 而 成 ; ; 
4) 蝶 旋 面 , 由 任意 的 母线 作 螺 旋 运 动 而 成 , 其 中 也 包括 直 纹 蝶 旋 面 ; 
5) 循环 曲面, 它 可 由 加 膨 ( 定 直 欠 的 或 变 直 答 的 ) 运 动 而 成 。 


图 256 图 257 


8# 3， 旋 转 曲 面 " 它 的 形成 和 在 图 上 的 图 示 给 定 


导线 妥 可 以 二 平面 册 线 、 也 可 以 是 空间 直线。 为 了 给 定 旋 转 而 必须 给 出 它 它 的 轴 ， 和 它 
任 音 一 条 母线 ! 。 旋 转 曲面 的 确定 村寨 是 : 中 (1， 间 。 ee ee 
面 (图 257)。 


兮 ”关于 作曲 而 外形 线 的 问题 在 第 八 章 有 详细 欧 研 究 。 
全 ”对 这 凡 秘 晶 面 的 更 详细 的 确定 方法 可 大 看 干 文 。 
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曲 母线 7 上 的 繁 一 全 点 工 旋转 时 描绘 出 一 个 刚 周 m， 其 区 心 在 名 i 上。 这 些 贺 周 称 为 曲面 
的 纬 园 。 

用 通过 办 i 的 平面 8《B, ) 截 制 曲面 所 得 的 曲线 & 称 为 子午 线 。 曲 面 对 称 于 任 一 子午 面 ; 而 
所 有 的 子午 线 是 全 等 的 。 在 图 257 上 母线 1 位 在 其 中 一 条 子午 线 上 。 

如 果 把 旋转 曲面 这 样 放置 , 使 其 轴 i 垂直 于 投影 面 I， 所 有 的 纬 贺 投射 到 这 个 平面 上 并 不 
变形 。 位 在 正平 面 8@'(8B9) 上 的 子午 线 弛 也 称 为 卡子 午 线 , 它 投射 到 平面 II: 上 反映 实 形 并 人 确定 
曲面 在 这 个 平面 上 的 外 形 线 。 为 了 作出 主子 午 线 上 的 点 ， 必 须 把 曲 母 线 1 上 的 点 旋转 到 与 主 了 
午 线 平面 8" 重合 [例如 ,图 257 上 的 点 Ze(Z4, 工 )]。 

在 复合 图 上 禾 转 面 面 党 党 选取 委 吉 于 投影 而 的 二 了 和 生子 午 线 炒 给 定 ， 也 (f 60)。 

当 曲 子 年 线 @ 旋转 时 , 线 上 任意 点 各 的 切线 t 形成 -个 旋转 锥 面 , 锥 顶 3 在 曲面 中 的 办 上 。 
这 个 猴 面 与 旋转 曲 窗 切 于 圆周 ml 。 

纬 圆 m* 各 m’, 即 景 类 的 续 圆 和 最 小 的 纬 融 , 称 为 曲面 的 赤道 轨 和 哈 回 , 凡 通 过 这 两 个 圆 上 的 
点 而 切 于 赐 主 子午 线 如 的 切线 都 平行 于 施 转 轴 (如 /tr 六 让 。 这 些 网 投射 到 IT 上 为 回 周 外 形 
线 。 当 子午 线 绕 轴 旋转 时 , 切线 刀 和 翅 形成 投射 柱 面 , 因此 , 这 些 投 射 往 面 是 外 切 和 内 切 于 由 
而 中 的 旋转 柱 面 。 ; 

在 曲面 的 可 逆 图 上 , 如 上 所 述 , 不 仅 能 侃 作出 母线 ， 而 下 能 够 作出 曲面 上 的 点 。 为 此 可 利用 
曲面 的 骨架 曲线 。 

旋转 曲面 的 骨架 多 半 是 由 子 年 线 或 纬 圆 组 成 (或 老 由 它们 共同 组 成 )。 在 这 种 情况 下 ， 为 了 
找 册 曲面 上 的 点 人 LC(2Ms ) 的 第 二 个 投影 (参看 图 257), 只 区 过 1。 引 纬 加 如 (ms ) 并 找 出 它 的 水 平 
投影 mi; 就 可 以 了 , 所 求 的 点 3 必 位 在 法 投影 上 。 

这 样 , 旋转 曲面 的 投影 通常 赤道 贺 ， 
较 圆 、 顶 纬 圆 :( 有 时 是 底 纬 园 )， i 组 成 ， 卫 关 过 尼 入 让 让 位 g 面 上 的 外 形 
线 。 

2， 在 各 种 技术 领域 里 , 旋转 曲面 应 用 得 非常 广泛 ， 这 可 用 旋转 运动 的 普遍 性 和 旋转 曲面 在 
机 床上 便于 加 工 来 解释 。 

为 了 补充 上 面 所 述 , 还 应 指出 旋转 曲面 的 下 列 重要 性 质 , 这 些 性 质 在 计算 和 设计 各 种 机 器 零 
件 和 机 构 时 经 常用 到 。 

1) 可 移动 性 , 即 旋转 曲面 绕 铀 旋转 对， 曲面 可 以 消 其 本 身 移 动 而 不 变形 。 这 种 闪 有 圆柱 面 
和 蝶 旋 夯 才 具有 的 性 质 与 圆 直线 和 螺旋 线 的 类 似 性 质 有 关 。 

2) 子午 线 足 旋转 曲面 上 两 点 闻 的 最 短线 ， 这 种 线 属于 所 请 曲面 的 测 地 线 , 它 相当 于 平面 上 
的 直线 。 

3) 旋转 胆 面 的 每 个 续 册 与 所 有 子午 线 相交 成 直角 。 

的 确 , 如 从 图 257 上 所 见 , 在 子午 线 上 药 点 @G 处 的 切线 垂直 于 在 区 w! 的 同一 点 处 所 引 的 
切线 ( 圆 的 切线 在 图 上 没有 表示 出 来 ) 。 

这 样 , 纬 加 和 子午 线 在 旋转 曲面 .上 构成 正 交 网 络 , 类 似 于 平面 上 的 生 卡 儿 直 角 举 标 网 络 。 
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4) 在 旋转 曲面 上 任 一 点 处 的 法 线 @ 与 曲面 的 轴 相 交 。 葵 如, 过 点 @ 所 引 的 法 线 R(t , ns) 与 
轴 芋 相交 于 点 0 。 直 线 % 绕 轴 i 这 转 时 描绘 出 -- 个 法 锥 面 。 

内 切 于 旋转 曲面 的 球面 , 其 半 和 从 由 线段 08 确定 。 如 采 选 择 曲 面 上 其 它 的 点 ,这 个 球面 可 能 
十 外 切 的 。 

因此 , 对 企 何 旋转 曲面 都 可 能 作出 内 切 的 和 外 切 的 球面 。 

3, EE 当 于 而 的 或 空间 的 次 代数 曲线 线 任 意 轴 旋转 时 , 就 形成 代数 旋转 虞 商 ， 在 一 


TT mv -ve rr 人 nowvvreeroovouovRATowLneovreiil 


en 


我 们 不 去 讨论 这 个 定理 的 证 明 , 而 只 以 子 告 线 是 二 次 曲线 ( 即 椭圆 注 物 线 或 双 山 线 ) 的 旋转 
曲 曾 作为 例证 (图 258) 。 

假定 , 旋转 轴 s 不 是 二 次 曲线 的 轴 ， 那 么 , 可 
以 在 曲线 所 在 的 半 面 上 找 出 这 样 的 一 条 垂直 于 轴 
3 的 直线 (e | s), 这 条 坦 线 与 册 线 相交 于 两 个 点 。 

在 图 258 上 这些 点 是 冯 覃 线 上 的 点 4 和 了 玫 、 
抛物 线 上 的 点 C 和 了 以 及 椭圆 七 的 点 至 和 不 。 

每 一 条 这 样 的 二 次 曲线 线 轴 s 旋转 时 都 形成 
- 些 旋转 典 面 ， 效 些 旋转 出 面 在 得 真 寺 旋 转轴 的 
平面 上 各 有 两 个 不 同 的 为 周 。 这 样 ， 就 有 一 些 直 
线 (例如 a) 与 旋转 由 面相 交 于 由 个 点 ， 即 所 得 的 
曲面 是 四 次 的 (更 确切 地 说 是 不 低 于 四 次 )。 图 258 

4 在 机 器 堆 件 上 常常 遇 到 称 为 环 状 面 的 旋转 曲面 。 它 是 当 圆周 绕 位 在 该 贺 周 所 在 的 平面 


亿 参看 第 八 章 。 
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上 , 但 不 通过 长 心 的 轴 旋 转 而 得 到 的 (图 259) 。 

根据 圆周 母线 的 半径 r 与 圆心 到 轴 的 距离 骂 
之 比 可 以 产生 三 种 不 辣 的 曲面 : 

1) ?< 呈 一 一 贺 同 与 轴 不 相交 
状 面 (加 环 克 ){ 图 259, a) 。 

2) =? 一 四周 与 轴 相 切 一 朗 合 的 环 状 
面 (图 259,5) 

3) 7r>8 一 - 画 周 与 轴 相 交 一 一 闭合 的 环 状 
面 (图 259, e)。 

仔 意 点 线 与 让 状 面 交 于 四 个 点 , 因此 . 这 种 凯 
面 木 低 于 四 次 中 。 

图 260 画 出 一 个 轴承 座 。 它 让 蒜 状 面 (r>> 
召 ) 和 圆 环 面 (7 << 忆 ?以 及 图 性 面 和 平面 轩 成 , 阅 
。 柱 面 和 平面 分 别 用 符号 “1" 和 “1* 表 示 。 

当 旋 转轴 道 过 回 周 基线 的 中 心 线 时 ， 得 到 的 
就 不 是 球状 面 而 是 球状 ， 即 得 到 的 是 二 次 幅面 而 
不 是 四 次 曲面 。 260 


二 次 旋转 曲面 

1。， 当 二 次 曲线 席 它 的 轴 施 斩 时 就 形成 一 次 旋转 曲面 。 

这 个 命题 可 以 用 解析 法 严格 证 明 , 现在 用 下 面 的 理由 求 作 几何 上 的 解 县 。 

设 曲 证 也 中 "和 中" 是 由 二 次 曲线 1，m 和 % 绕 这 些 曲 线 的 轴 旋转 而 成 的 (参看 图 258) 。 
这 时 , 点 划 租 如 ,GC 和 D、 碎 和 玉成 对 地 离开 轴 i 相同 的 让 网 , 当期 线 绕 该 镍 旋转 时 ， 这 些 点 描绘 
出 :个 图 , 即 每 一 对 点 描绘 出 一 个 。 这 样 ， 直 线 a1i 与 每 -旋转 曲 面相 交 十 两 点 。 这 交点 数 对 
应 子 曲 面 中 dr 和 中 * 的 次 。 

对 于 任意 的 直线 8 也 是 如 此 (图 258)。 这 于 必须 记 住 双 上 曲线 还 有 第 二 支 ， 这 一 支 在 图 上 没 
he 

， 二 次 旋转 曲面 可 以 有 下 列 形式 ( 表 1) 
1 旋转 棋 薄 面 , 由 椭 同 绕 其 轴线 旋转 而 成 。 取 椭圆 的 短 轴 避 长 轴 作 为 曲面 的 轴 ， 我 们 便 分 


er 因此 可 以 在 图 上 完全 面 出 来 。 
如 采 李 因 芯 线 变 为 图 周 , 则 旋转 椭 球 苏 变 为 球面 。 
2) 族 转 抛物 面 , 由 抛物 线 线 其 轴 02 旋转 而 成 。 


全 在 解析 所 何 中 已 证 明 , 环 状 而 是 四 次 代 教 曲面。 
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3) 单 叶 旋转 双 赐 面 , 由 双 曲 线 线 其 虚 轴 0Oz 旋转 而 成 。 


4) 双 叶 旋转 双 曲 耐 , 由 双 曲 线 绕 其 实 轴 Oz 旋转 而 成 。 
5) 旋转 锥 面 . 由 分 解 为 两 条 相交 直线 的 二 次 茧 线 线 其 轴 0 旋转 而 成 。 


6) 旋转 柱 面 , 由 分 解 为 两 条 平行 直线 的 二 次 遇 线 线 其 轴 02 旋转 而 成 。 
二 次 旋转 曲面 的 投影 的 作法 与 一 般 形式 的 旋转 曲面 的 投影 的 作法 相 赔 ， 只 是 作为 母线 的 不 
是 任意 曲线 而 是 二 次 曲线 下 一 一 曲 耐 的 子午 线 ( 参 看 天 1)。 
曲面 的 确定 要 凡是 :中 (i, 2 )。 


点 在 旋转 曲面 上 的 位 置 可 利用 通过 这 个 点 的 绅 申 或 直 母 线 米 砚 定 (参看 来 1)。 


二 次 旋转 则 面 前 1 


序号 ”| 。 曲 务 的 名 称 | 申 面 油 复 合 图 | 曲面 的 十 疯 图 


了 了 +» 


续 表 


序号 曲 而 的 备 称 盘面 的 复合 图 助 面 的 直 带 加 


3 单 叶 旋转 双 曲 面 


4 双 叶 请 转 双 是 面 


续 训 


浊 血 的 直观 医 


序号 些 面 的 名 称 | 曲面 的 复合 图 


3. 单 叶 双 曲面 也 是 起 纹 面 。 它 可 由 直线 a 绕 与 它 交 叉 的 辅 计 旋转 而 成 (图 261。 直 线 a 旋 
转 时 就 形成 了 邮 面 本 (i, 0) 的 一 把 直 母线 。 . 

直线 4 和 “的 公 重 线 线段 04 是 双 曲 线 的 喉 贺 的 半径 。 

因为 旋转 曲面 对 称 于 子 咎 面 EC(E,), 所 以 有 了 -条 家 母线 o, 就 可 以 找到 另 一 条 直 峡 线 5, 因 
为 它 与 4 对 平 而 E 成 镜面 映射 。 

将 母线 a 转 过 180" 而 到 达 它 的 新 位 置 一 一 直线 a(a., 59) 时 ， 它 与 母线 5 交 十 点 了 了 。 这 样 ， 
通过 单 睹 族 转 双 曲 面 上 的 一 个 点 , 可 以 引 两 条 属 丁 不 同族 的 母线 , 而且 同一 族 的 任何 两 条 母线 者 
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不 相交 。 反 之 , 一 个 族 的 系 -- 条 母线 与 第 二 族 的 全 部 母线 都 用 交 ( 图 262)。 

曲 而 的 骨架 可 以 由 这 两 族 直 母 线 组 成 。 

图 261 上 还 夯 出 第 二 上 炭 的 一 条 母线 瑟 它 与 第 -- 刻 的 母线 a 和 5 交 二 点 荆 和 太 。 

历 刀 的 中 心 0 是 旋转 双 巾 面 的 申 心 , 又 是 它 的 渐 近 锥 而 的 顶点 (参看 类 17。 

为 了 作 双 曲面 的 生子 午 线 , 只 要 将 直线 a 上 一 系列 的 点 (4.C.B,G……) 绕 轴 i 转 到 平面 
上 , 使 这 些 点 的 水 平 投影 位 在 直线 E， [就 可 以 了 (图 263)。 

在 正面 投影 上 得 到 曲面 的 主子 午 线 二.D…Bs 这 是 双 朋 线 的 -一 支 9。 作 出 与 它 对 称 的 另 
一 支 , 就 得 到 曲面 在 平面 {1。 上 的 外 形 线 。 

作出 直线 i 和 a 的 公 重 线 05, 就 可 以 求 得 双 曲面 的 喉 圆 。 

4 大 们 在 建筑 工程 中 利用 了 单 吐 双 曲 面具 有 两 族 家 母线 这 一 特性 ， 利 用 这 -特性 的 设想 
是 由 著名 的 俄国 工程 师 ,苏联 科学 院 名 誉 院士 舒 者 夫 (B.T. IIyxos, 1853 一 1939) 提 出 的 。 

在 B.T. 舒 营 夫 所 建造 的 光线 电 古 .支柱 . 塔 等 结构 中 , 金属 杆 是 按 单 叶 旋 转 双 昨 面 的 直线 
的 位 置 米 配置 的 (图 264)。 

这 种 结构 很 稳固 而 又 轻便 , 因此 广泛 应 用 在 建筑 工程 中 。 

也 证明 可 寡 看 上 HH. 多 布尔 牙科 夫 ¢ 画 车 上 几何 教程 ,第 136 页 ,莫斯科 一 列宁 格 勒 , 国家 建筑 工程 和 建筑 材料 书籍 出 

版 社 , 1952 年 版 。 
* 了 和 0 。 


.图 263 图 264 


二 次 旋转 曲面 非常 广泛 地 应 用 于 机 器 制造 业 和 其 它 技术 领域 至 。 宙 器 和 机 构 的 各 种 零件 训 
是 由 这 些 曲 面 围 成 的 。 
图 265 所 示 的 元 轮 传动 具有 交叉 成 直角 的 轴线 , 这 种 传动 是 利用 回 锥 内 轮 来 实现 的 。 画 266 
画 出 了 两 个 相 切 于 直 母 线 ! 的 单 叶 施 苇 双 曲面 路 和 外， 曲面 的 轴 4 和 5 交叉 成 角度 6 二 扩 十 9 
员 具 有 最 短 距离 了。 这 些 曲面 可 以 用 它们 的 公共 母线 1 及 轴 4 和 5 给 定 :To D 和 Qu 14), 在 
图 上 (参看 图 266) 划 分 出 双 井 面 的 一 部 分 人 表面 ， 即 在 轴 a 和 5 之 间 传 递 旋转 运动 的 机 构 的 贵 


辊 工作 面 。 
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困 265 人 图 266 


$ 5， 一 般 形式 的 二 次 曲面 .它们 的 解析 给 定 和 图 示 给 定 


了 ,定义 在 空 间 征 卡 儿 坐标 系 中 出 二 次 方程 所 表示 的 几何 形 银 称 为 三 次 曲面 。 
二 次 曲面 的 党 饥 方 委 具 有 下 到 形式: 
Az:+ By’+C2 Dery- Eyz-- Pr--Gr+ Hy+Iz-iK=0, (8) 


知 时 把 这 个 包 合 十 项 的 方程 除 以 其中 个 系数 (例如 义 ， 这 时 便 得 到 确定 已 知 出 面 的 九 个 系数 比 ( 手 , 孔 ， 


时 ) 广 坟 个 参数 。 在 这 种 情况 下 , 曲 而 的 确定 责 素 由 上 述 思 个 参数 组 成 。 在 几何 上 , 这 表示 - :次 曲面 完全 可 
蚀 出 妃 个 独立 元 罕 (例如 九 个 点 ) 确 定 ?。 ， 

知 果 在 讨论 中 除 尖 二 次 锥 面 和 二 次 杜 面 了 、 二 次 曲 天 梁 化 为 一 对 平面 的 情况 以 及 碟 昌 面 , 则 可 以 证 明 R， 每 
一 全 二 次 方程 (1) 在 简化 之 后 可 得 到 下 而 的 形式 之 …: 


了 2 中 2 %? . 

a bh ' es 四 9 
2 

pl (10) 


1 (11) 


名 ”可 以 答 出 曲 曾 的 九 个 切面 或 开间 而 的 点 和 曲面 的 场面 的 诈 全 组 合 米 代 赫 点 , 只 要 组 合 中 的 元 素 的 总 数 等 于 九 ， 
: 国 登 看 本 竟 了 5 之 2。 
' 轨 ”人 染 看 人 于， 普 里 丽 洛 人 < 解 所 几何 学 ?, 国家 技术 刺 迄 书 籍 出 版 社 , 1955 年 版。 


= 142 。 


+ 二 7 (12) 
-一 2 (13) 


与 这 些 方程 对 应 的 曲面 称 为 : 业 球 面 [方程 (9?]、 单 叶 双 山 面 [方程 人 410]、 避风 [方程 (11)]、 桶 时 扫 
物 面 [方程 (12)], 冯 心 抛物 页? 方程 (13)]。 

可 以 利用 对 应 的 江 光 旋转 曲面 的 直观 图 (参看 友 由 作为 曲面 (9)、{10), (11)、 0aa) 的 直观 图 。 

el ee 248 上 Sa 

在 所 研究 鸭 宙 而 于- 南面 公 )、 人 aD 局 于 让 人 华 标 原点 是 这 些 迪 面 的 对 称 中 心 ， 而 坐标 面 是 
对 浆 面 和 。 因 此 , 这 些 二 次 曲 所 有 三 个 与 坐标 面 z 一 0,8 一 0 和 2 一 4 重 台 的 对 称 面 。 用 这 些 对 称 面 截 审 曲面 而 得 
的 截 线 称 为 曲面 的 主 玖 线 , 这 些 主 规 续 以 及 用 平行 于 对 称 面 的 平面 规 得 的 改线 都 不 难 根 据 方程 作出 来 。 

图 267 表示 分 别 位 在 平面 z-0,9#= 0 :一 0 的 精 奈 可 [方程 (9] 的 主 载 线 : 棋 四 扰 十 妇 = 1， 梢 网 纯 十 到 = 
1 本 园 安 二 所 一 1。 

oa “bz 

在 水 平面 = 一 上 的 规 线 是 椭 克 

抛物 而 民 2) 和 13) 是 一 次 非 中 心 曲 看, 并 各 有 两 个 
对 称 面 ， 辑 平面 z0z 和 #0z (参看 图 246 和 表 1) ?。 

在 畦 殊 情 况 下 ,方程 (9)、 (0), (10 和 人 1412) 可 以 确定 
本 章 了 $4 研究 过 的 二 次 旋转 卉 曾 。 如 黑 在 方程 (9) 中 4 二 
5， 它 就 确定 具有 旋转 轴 0z 的 旅 转 狂 球 面世 ( 参 秀 表 ])， 
而 当 4 二 b=¢ 时 , 则 确定 -~ 个 球面 。 图 267 

在 方 种 (10) 和 (11) 中 , 当 a = 时 ,就 得 到 旋转 双 册 而 , 而 在 方程 (12) 中 ， 当 p=y 时 ， 就 得 到 具有 族 转 办 0z 
的 旅 转 抛物 是 (做 君 表 D 。 

二 次 由 面 的 显著 特征 之 一 是 所 有 这 些 出 面 ( 除 培 物 入 而 和 有 明和 面 以 上 站 般 贡 物 面 之 外 ) 痢 有 天 妆 纹 即 这 
共同 国耻 3 与 平面 相交 于 图。 

43， 二 次 曲面 可 以 作为 用 解析 法 给 定 的 曲面 的 典型 仙子 。 上 面色 经 举 7 了 一 个 用 解析 几何 方法 研究- 种 这 类 
鹊 面 ( 双 曲 抛物 面 ) 的 合子 (参政 木 章 # 1D)。 

然而 ， 在 画 法 几何 里 研究 这 些 曲 血 的 让 要 甘 的 是 探讨 它们 在 图 上 的 图 示 给 定 法 。 为 此 , 显然 要 先 找 出 曲面 
工 便于 图 未 给 定 的 确定 墓 素 。 

上 面 (本 便 35 之 1) 已 经 指出 , 一 次 揭 而 可 以 用 它 的 为 全 点 给 出 。 

大 家 知道 , 二 次 上 曲 面 还 可 以 用 成 对 地 彼此 补 交 的 三 条 星 徐 站 线 给 出 。 用 三 条 轮 馈线 给 出 曲面 时 在 投影 面 上 
便 得 烈 给 定 曲 面 的 可 小 图 的 三 条 和 外形 线 。 

总 之 , 在 一 般 情况 下 , 三 次 曲面 的 侧 可 用 曲面 在 投影 面 上 鸭 三 杀 外 形 线 给 出 。 


然而 , 如 果 取 曲面 的 对 称 面 作为 投影 面 , 则 为 了 在 图 上 给 出 二 次 由 而 : 只 要 在 两 个 拓 影 桓 上 给 出 它 的 外 席 线 
就 可 以 了 。 


加 ,@ “三 次 匀 责 ,特别 县 旋转 锥 面 、 撕 辕 柱 本 和 到 曲 人 层面 也 局 于 中 心 本 面 , 而 抛物 往 面 属于 非 中 心 曲 面 ( 参 帮 相间 $6 之 
2)。 : 


加 当 o=c 或 5~=c 时 ,同样 得 到 具有 旋转 轴 Uy 和 xz 的 旋转 椭 球 面 。 
.143 。 


某 些 二 次 此 省 囊 2 


序号 曲面 的 名 称 各 确定 要 素 用 曲 了 徇 确定 要 素 给 出 的 曲面 图 示 图 象 及 井 面 上 任意 峡 线 和 点 的 作法 


单 叶 双 桓 面 


Lim, 9 


- T44 。 
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序 切 | ”曲面 的 名 称 和 确定 要 素 | 用 曲面 的 衫 定 要 天 给 出 的 曲面 图 东 图 象 及 帅 而 上 任意 母线 和 点 的 作 蔡 


双 则 抛物 而 
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这 时 对 中心 隔 面 ( 表 2 的 1、.2、3 号 ) 必须 选择 例 定 实 主 截 线 的 对 称 而 (例如 ， 对 于 双 叶 双 曲 面 不 永 取 水 平 
投影 晤 ) 。 对 十 非 中 心 则 面 (4,5 号 ) 林 采用 它 本 身 具 有 的 两 个 对 称 疝 。 
这 样 , 曲面 的 确定 要 素 便 包 含 了 网 芝 轮 廓 线 六 和 9。 
曲面 的 可 逆 图 使 由 曲面 的 确定 要 素 的 投影 [m (mi， smz) 和 (2 93)]， 即 曲面 在 商 个 投影 面 上 的 处 形 线 组 成 
(参看 图 256 和 下 2)。 这 时 应 该 注意 到 一 个 补充 来 忻 ， 地 在 图 上 的 国 | 
他 是 二 次 亿 面 中 的 一 种 。 F 
| 在 图 二 如果 可 以 作出 明 询 的 枉 何 苹 线 便 足 以 证 明 曲 面 的 图 形 是 
可 递 的 。 在 一 些 曲面 的 图 上 (参看 表 2) 说 明了 位 在 平面 @@ 上 的 贴 母线 
a 的 作法 , 这些 国 线 有 相似 的 椭 回 (1,2,3,4 号 )， 有 不 变 的 抛物 线 (5 
号 )。 还 表示 出 在 项 面 上 的 点 的 作法 。 四 
昔 在 双 曲 锁 物 耐 上 作 点 好 , 可 以 利用 不 沟 的 所 物 线 gigs, 93)， 上 曲 | | | 
面 妈 由 这 曲线 运动 而 成 。 作 图 过 程 在 图 上 用 箭头 表示 ( 参 春 表 2)。 
当然 表 2 所 示 的 睛 法 对 在 加 上 绘制 一 次 锥 面 和 二 次 柱 而 也 中 适 
用 的 。 不 过 ， 为 丁 给 定 这 些 曲 面 ， 也 可 以 用 适用 二 任何 形式 的 锥 面 和 
柱 曙 的 一 般 方法 ( 容 看 本 章 56 之 2)。 | 
应 当 注 意 ， 如 果 曲 面 的 图 形 不 神 充 上 述 人 条 件 , 这 图 撒 的 可 逆 性 便 
会 消失 , 因而 就 不 可 能 作出 南面 的 母线 。 的 确 , 从 图 268 看 到 , 用 家 现 
为 椭 因 形状 的 投影 中 ， 和 中 ,给 出 的 形体 中 ， 不 仅 可 以 看 作 是 描 球 分 


A 


二 
面 ， 而 且 可 以 堵 作 杂 由 两 个 相交 前 攻 射 柱 面 五 和 态 组 成 的 物体 对 | | 
浊 形 的 旦 解 没有 崔 一 的 谷 案 ， 伐 三 明 这 个 几 不 上 只有“ 可逆 性 ”这 个 | 
峰 性 。 图 268 


六 此 ， 补 充 图 形 的 这 个 素 件 等 于 用 椭 而 的 彬 似 变 化 运动 ， 或 者 用 抛物 线 的 不 变 送 动 来 给 山西 面 形成 的 透 动 
条 住 。 

和 如果 特 研究 过 的 给 定 双 曲 抛物 面 的 两 个 方法 进行 比较 ， 这 两 个 方 站 是 把 家 用 项 物 面 作为 物 动 曲面 (参天 图 
246) 给 出 或 作为 二 次 曲面 给 出 (参看 来 2), 就 显得 特别 清楚 。 

在 这 两 种 情况 下 , 曲面 的 定义 是 不 同 的 。 在 第 -种 情况 里 , 覃 叮 是 作为 运动 曲面 来 痪 定 的 也 就 是 用 峡 线 的 
运动 规律 来 确定 , 而 在 第 -种 情况 里, 曲面 作为 点 的 轨迹 米 确定 , 点 的 他 标 满 足 于 曲 西 方程。 

同时 , 曲 曾 的 确定 要 者 在 两 种 情况 下 交 是 相同 的 ，Q{m, 9) (参看 图 246 和 丰 2)。 

共 它 的 二 次 曲面 也 有 类 似 的 情况 。 

4. 在 本 章 8 4 中 谈 到 丁 单 叶 施 转 双 曲面 花 直 纹 面 。 可 以 证 明 , 一 盘 形 式 的 单 叶 双 曲面 和 双 时 双 曲 面 都 有 两 
搬 直 母线 9, 并 且 同 一 下 的 母线 被 此 不 相交 , 反之 , 一 族 的 每 一 条 母线 与 另 一 族 的 全 部 母线 都 相交 。 

内 此 , 这 种 曲面 可 以 由 直线 运 动 而 眠 ( 直 纹 面 )2。 

这 样 一 米 , 在 所 有 的 二 次 曲面 中 , 只 有 锥 面 , 术 夯 、 单 叶 双 曲面 和 双 上 曲 抛 物 厨 是 站 纹 面 , 同时 ， 对 于 后 两 种 则 
唔 , 在 它们 上 面 的 径 一 个 点 都 有 两 条 直 悬 线 通过 。 


§ 6， 直 纹 面 它们 的 形成 和 在 图 上 的 图 示 给 定 
1 定义 直线 在 空间 运动 而 形成 的 曲面 称 为 丰 纹 面 。 
根据 尽 线 运动 的 特征 就 得 到 不 同类 型 的 直 纹 面 。 


外 ”这 个 问题 在 解析 几何 里 已 经 证 明了 。 戎 看 豆 ， 狼 ， 普 里 瓦 洲 夫 + 解析 刀 何 学 ?， 黄 斯 科 ， 败 家 技术 理论 书籍 出 版 社 ， 
1959 年 版 


全 参看 本 章 86 和 匡 7。 
。7146 。 


试 研究 这 类 曲面 的 几 种 类 型 。 

2. 锥 面 和 柱 面 

锥 而 是 由 其 有 不 动 点 8( 顶 点 ) 的 直线 (母线 ) 沿 曲线 下 (导线 ) 移动 而 形成 的 (图 269, a) 。 
桩 面 则 是 由 具有 固定 方向 s 的 直线 1 图 线 ) 沿 曲线 吉 ( 导 线 ) 移 动 而 形成 的 (图 269, 6)。 


网 269 
因为 具有 问 一 方 商 ( 即 彼此 平行 ) 的 所 有 直线 相交 十 无 穷 远 ( 非 国有 ) 点 8=, 所 以 林 面 可 以 大 
作 是 锥 面 的 特殊 情况。 这 时 , 直 母 线 上 的 无 穷 远 点 8= 就 是 不 动 点 。 
如 果 有 曲面 的 导线 龙 由 直线 段 组 成 的 折线 , 则 柱 面 就 变 为 楼 柱 面 , 而 詹 面 就 变 为 多 面 角 @。 
在 复合 图 上 给 出 锥 面 和 柱 面 时 , 经 常 选用 曲面 与 一 个 投影 面 的 交 线 mm 作 为 导线 (图 270)。 
" 


也 参 君 第 三 章 $ 1， 
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猴 面 的 确定 要 需 由 质点 和 曲 导 线 绸 成 :号 (3, mm), 而 柱 面 的 确定 要 由 曲 导 线 和 母线 组 成 : 卫 
《I, 只) 歌 工 (六 ”了 ) 让。 

这 些 昌 面 的 骨架 可 以 由 一 组 直 母 线 组 成 。 

筑 面 主 的 点 { 例 如 , 点 入) 可 利用 通过 该 点 的 母线 作出 。 

如 果 柱 面 或 锥 面 的 导线 大 二 次 由 级 , 即 档 加 ( 阅 周 ), 双 曲线 或 抛物 线 ， 则 形成 二 次 和 柱 面 或 二 
称 锥 面 @。 

3. 回 折 校 面 ( 盘 孝 面 ) 二 i 作 连 续 运 动 ， 并 且 在 运动 中 欣 生 一个 位 置 下 也 区 为 


二 271 图 272 


盘旋 面 可 以 看 作 是 多 校 而 的 极限 情况 (图 272), 读 多 楼 面 的 倘 边 是 内 接 于 曲线 5+ 的 空间 多 角 
形 ABCDEBF…… 的 各 边 的 延长 线 。 当 多 角形 的 边 数 无 限 增 加 而 趋 于 极限 时 , 就 得 到 可 折 棱 wy( 参 
看 图 271) 和 堆 旋 面 。 
| 如 果盘 旋 惫 的 导线 十 平面 出线 (图 273)， 则 切线 面 就 变 为 平面 , 并 且 可 以 发 现 ， 所 有 切线 仅 
让 盖 平 面 的 一 部 分 , 好 曲 线 凸 起 的 那 一 过 。 . 
但 邵 果 回 折 棱 是 空间 曲线 s， 则 正和 的 和 贷 的 半 声 线形 成 以 曲线 + 为 分 界 且 互 不 让 盖 的 两 叶 
《参看 图 271) 。 
为 了 在 图 上 给 出 盘旋 面 , 只 要 给 出 它 的 确定 至 业 , 即 回 折 楼 的 投 彩 就 村 以 了 。 
设 盘 旋 面 在 图 上 出 玛 折 棱 Co oo) 的 两 个 投影 给 出 (图 274)。 
为 了 作出 曲面 上 点 六 CWM,) 的 第 二 个 投影 M，, 应 过 点 于 * 引 盘 旋 面 的 母线 的 正面 投影 , 然后 
找 量 它 的 水 平 投影 。 但 是 , 如 图 所 见 ， 过 点 条 可 以 引航 族 面 的 一 对 母线 站 和 如 与 贺 折 棱 切 于 
名 柱 面 的 无 旁 远 顶点 5" 作为 直 母 线 i 的 非 轩 有 点 给 出 。 
人 鲜 大 看 本 部 ;5。 
一 43 


点 3 和 瑟 ; 因此 .: 位 在 地 面 的 不 同 叶 上 的 两 个 竞 
争 点 投射 为 点 型 z。 

这 上 枫 个 忒 的 水 于 投影 Ci 和 好 1 在 过 点 如 
和 殉 所 中 的 出线 v1 的 切线 .上 找到 。 

当 回 折 棱 退化 为 一 点 (有 限 远 点 或 无 穷 远 点 ) 
时 , 从 旋 面 变 为 锥 面 或 柱 面 。 


图 273 274 


工种 类 型 的 直 纹 面 : 维 面 、 下 其 余 所 的 
真 纹 别称 为 不 可 展 直 纹 岂 或 撞 面 ， 

4. 试 研究 关于 直 纹 面 的 导线 数 最 问题 。 

直 纹 面 可 以 看 作 是 直线 沿 册 导线 运动 而 成 。 因 此 : . 直 教 面 上 下 任意 一 点 至 少 有 一 条 直 母 线 通 
过 。 

这 就 发 生 一 个 问题 , 为 了 唯 地 确定 母线 的 运动 , 需要 给 出 多 少 条 导线 Y 

肖 线 沿 一 条 导线 运动 的 问题 可 以 不 讨论 ， 因 为 十 分 明显 ，… 条 叶 线 是 不 足以 确定 运动 规律 
的 。 我 们 来 饶 究 灌 两 各 导线 移 运 动 。 

在 这 种 情况 下 , 各 过 取 自 直 纹 面 移 导线 a 上 的 任 着 点 4( 图 275) 可 以 有 无 数 的 与 导线 53 相交 
的 直人 母线 4 因 比 , 这 些 母 线 属 于 具有 拓 点 妇 和 导线 如 的 雏 耐 , 


图 275 图 276 
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通过 点 4 不 可 能 作 一 条 确定 的 尽 线 , 证 明 这 种 方法 不 能 充分 地 给 定 直 纹 面 本 身 , 可 见 在 图 上 
用 它 的 两 条 导线 给 渤 曲 曾 也 是 不 充分 的 、 避 之 ,两 条 导线 还 不 够 。 

语 给 出 直 纹 面 的 三 条 导线 a.b.c( 图 275), 企 这 情况 下 , 为 了 作出 通过 点 4 的 母线 , 可 进行 如 
下 : 找 出 按 上 面 方法 作出 的 锥 面 8(4，59) i 寻 线 < 的 交点 09。 直线 40: 属于 锥 面 @, 因 紫 它 不 公 
与 导线 a 和 ce 相交 , 而 且 也 与 5 相交 十 点 B。 

为 了 在 复合 图 上 作 女 线 1 图 277), 应 过 < 作 下 面 投射 柱 面 PC(Ps), 求 出 曲面 了 与 由 面 8 的 交 
线 抽 (Cm) 和 点 O01 =e x ms 然后 再 我 出 03 一 CC ex 最 后 找 出 直 纹 面 的 母线 1(401B1) 的 投影 
和 

应 该 指出 , 作曲 线 与 厚 面 的 交点 的 方法 ， 其 根据 起 作出 曲面 上 某 一 条 线 m (mz) 的 第 二 个 投影 
mm,DD。 这 个 问题 的 解法 和 直线 与 平面 相交 的 第 一 个 定位 问题 的 解法 类 似 。 

有 而 , 对 于 取 自 查 纹 面 上 的 每 一 点 想必 有 -- 茶 用 .上 述 方法 作出 的 划 线 1(40181) 与 之 对 应 ， 
也 就 是 说 , 直 纹 面 上 去 线 运动 的 转 征 由 三 条 导线 确定 。 曲面 的 确 室 要 素 是 : P(e, 5, 6)。 

在 图 上 曲面 的 给 定 便 由 这 二 条 学 线 的 投影 确定 (参看 图 277)。 

如 果 给 出 四 素 任意 导线 a.b.c 和 显然 我 们 就 得 不 说 声 信 面 上 很 多 的 峡 线 。 导 线 特 只 与 
曲面; (a,5,c). 上 通过 曲面 与 曲线 & 的 交点 的 那些 母线 相交、 

内 此 , 四 条 半 线 是 有 多 余 的 , 如 果 导 线 & 不 是 曲面 Fu, 六 ce) 上 的 线 ， 这 四 条 导线 就 不 能 给 守 
-个 直 纹 面 。 


宕 该 指出 , 为 了 给 定 企 何 直 纹 面 , 必须 象 上 而 研究 六 的 情况 中 给 出 三 条 导线 那样 ， 给 出 三 个 


Gm 问题 在 于 ， 为 了 鲍 定 坦 过 曲 而 上 已 知 点 下 的 
肯 和 母线 的 方向 ， 还 要 另外 给 出 两 个 参数 。 这 两 个 
套 效 或 是 由 给 出 另外 西 条 此 导线 〈 在 第 三 条 导线 
上 取 了 ”~ 点 型 ?来 保证 ， 或 是 由 给 出 锥 着 (对 锥 面 
足 加 有点, 对 柱 面 是 碟 容 迹 点 ) 或 盘旋 而 的 回 折 校 
来 保证 。 
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名 ”关于 解 曲 而 内 应 辣 轩 的 至 活 纲 的 知识 吕 淮 看 第 九 , 十 益 ， 
3S$0、 


这 样 来 , 在 确定 已 知 点 处 的 垦 线 方 计 , 锥 孔 或 盘旋 面 的 回 折 惧 就 给 出 了 曲面 所 需 的 两 个 
参数 , 从 而 保证 了 查看 本 身 的 位 定 和 在 图 上 的 给 定 。 

例 选取 三 条 不 平行 于 同一 平面 的 交叉 直线 四 gr 作为 直 纹 面 的 导线 (图 278)。 

曲面 县 线 i 通过 导线 p 上 的 点 了 ;同时 与 直线 8 和 7 相交 , 当 点 卫 沿 直线 Pp 移动 时 , 攻 线 就 
搓 绘 出 直 纹 ( 单 叶 } 双 曲面 。 

”在 这 种 情况 下 , 母线 的 作 图 就 简化 了 , 办 为 这 时 由 点 卫 和 直线 7 所 确定 的 平面 代 兰 了 辅 站 锥 
面 。 这 个 平面 与 导线 & 交 于 点 入 而 确定 双 曲 面 的 尽 线 PQR=1。 

在 本 章 的 3$4 中 已 经 指出 , 直 纹 旋转 冯坤 泗 呈 由 直线 旋转 而 成 ， 它 包含 有 两 族 直 母 线 。 因 此 
十 分 明显 , 可 以 把 到 曲 面 二 始终 与 男 一 族 的 所 有 好 线 相交 的 庭 转 着 的 母线 a 的 运动 (参看 图 262)， 
君 作 是 读 母 续 沿 第 二 庶 中 年 音 选 定 的 -: 条 母线 (更 彤 切 地 说 是 导线 )p.g&,r 的 滑动 。 

这 样 一 来 , 直 纹 旋转 双 曲 面 点 可 以 按照 与 本 例 研究 的 走 纹 邓 曲 面 同样 的 形成 规律 而 形成 ( 参 
看 图 278)。 因 此 , 这 里 谈 的 是 同一 个 曲面 。 

然而 母线 记 灌 不 平行 于 同一 平面 的 二 条 直 昼 线 98,9、" 的 运动 (图 278) 不 仅 可 以 形成 旋转 双 
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§ 7， 具 有 平行 导 面 的 直 纹 面 


1 所 有 尽 线 者 平行 于 定 平面 习 的 执 面 , 就 是 属于 这 种 类 型 的 直 纹 面 , 定 平面 3 称 为 平行 导 而 
(或 导 而 )。 


了 参看 本 章 5 5。 


给 出 平行 导 面 莹 就 代替 了 曲面 所 必需 的 二 条 导线 中 的 一条 。 

实际 上 , 如 果 直 纹 而 上 所 让 的 母线 孝 认 行 王 其 后 面 ， 那 么 每 条 母线 就 下 行 干 该 平 而 上 的 
直线 。 岂 为 半 行 的 直线 相交 于 无 穷 远 点 , 所 以 你 条 母线 与 平面 之 交 于 无 穷 远 点 了 。 换 名 话说 ， 丰 
纹 而 的 每 条 母线 与 政商 上 的 无 穷 运 直线 ¢" 相 侈 。 这 亲 直 线 可 以 衣 作 是 下 纹 面 的 “条 导线 (图 
280) 。 . 
因此 , 为 了 给 出 其 有 平行 导 面 的 直 八 面 , 必须 给 出 一 对 导线 和 一 个 平行 导 面 。 则 面 的 确定 要 
素 丰 :中 (e, 8, 2)。 

2 现在 来 研究 具有 平行 导 面 的 直 纹 而 的 各 种 形式 。 

1) 柱状 面 其 有 一 个 平行 导 面 和 两 条 曲 导 线 的 真 纹 面 称 为 桂 状 而 。 

国 此 , 柱状 面 的 所 有 母线 都 平行 于 导 面 也 作 图 时 可 在 图 上 引 车 干 平行 于 平面 3 的 平面 9， 然 
后 求 几 这 些 乎 而 与 给 出 的 柱状 面 的 曲 导线 a 和 五 的 交点 ( 参 者 图 路 们 。 

和 在 复合 图 上 绘制 柱状 面 Hj, 取 一 个 投 彩 面 作为 导 面 是 最 方 便 的 。 例 邵 ， 如 果 平 而 本 臣 早 库 ， 
则 柱状 面 的 所 有 世 线 部 是 水 平 线 , 因此 它们 的 影 很 容易 作出 。 

图 281 厨 出 一 个 上 其 有 导 面 11 三世 及 曲 哇 线 & 和 4 的 柱状 而 E:Eta, b, 工 )。 疆 状 而 的 二 对 
i 的 正面 投影 半 行 于 线 2。 它 的 水 定投 影 直 根 据 母 线 在 任何 位 轩 都 与 曲线 和 5 相交 这 个 条 件 
作出 。 


图 281 图 282 


图 282 商 出 -个 话 搂 责 条 直 委 孝 等 子 妃 的 物 远 管 工 站 74 的 接头 。 这 丙 条 箱 造 符 的 济 绽 出 灾 
成 前 9 输送 答 的 连接 部 分 777 其 在 梓 状 而 的 形状 , 其 导线 为 位 在 平 而 五 和 关上 、 殖 径 为 刁 的 圆 岗 ， 
而 六 行 导向 为 ITs， 1 

往 状 面 777 可 以 设想 由 直 母 线 4 忆 运动 而 成 ， 坪 线 上 的 点 和 二 等 速 地 并 以 同 翌 的 角速度 洛 
善 黄 加 髓 导线 移动 

在 图 上 作 征 状 而 的 尼 线 ， 可 以 先 将 蚌 贺 周 时 线 各 分 为 12 区 分 ， 然 后 依次 连接 它们 的 对 应 点 


”2) 锥 状 面 具有 一 个 平行 导向 、 一 条 肌 导线 和 一 条 良 导 线 的 馈 纹 而 你 为 锥 状 揣 ， 

锥 获 面 可 以 看 作 是 社 状 面 的 蛙 丈 情况 。 

圆 283 表示 锥 状 面 了 的 作法 , 这 个 曲面 具有 平行 强 面 TT 并 以 曲线 可 (ray m2) 和 直线 c(cr 
ci) 作 为 导线 :P(or c, IID)。 _ 

如 果 锥 状 面 的 直 导 线 % 重 直 于 导 面 2, 则 称 为 正 锥 状 面 。 


图 283 . 图 ，2a4 


3) 双 曲 抛物 鲁 (“ 描 平面 ") ”在 本 党 $ 5 里 已 经 指导 , 双 曲 抛物 而 是 直 绞 面 。 

这 种 因 面 芭 具 有 三 条 直 导 线 的 能 状 面 , 其 中 一 条 为 无 穷 远 直线 。 因 此 可 以 说 , 直 纹 抛物 而 是 

设 4 和 5 足 家 纹 抛 物 面 的 丰 导 线 , 而 2 是 它 的 平行 华 面 (图 284) 。 假 定 , 直线 ec 并 与 它 交 
士 虚 生 而 直线 与 它 交 于 点 。 过 直线 5 作 平 面 站 >。 显然 , 直线 45 就 是 直 纹 抛物 面 的 一 条 
母线 。 | ; 

另 一 条 母线 是 直线 MN, 这 就 是 直线 a 和 的 公 亚 线 , 这 条 公 重 线 是 不 难 作出 的 , 只 要 31 48 
三 和 EN ffa 直到 与 直线 二 相交 于 点 N, 然后 作对 Y 8 4E 即 得 。 

其 余 的 母线 也 应 当 平行 于 马 而 且 可 以 利用 引 辐 助 水 自若 而 的 方法 作出 , 例如 , 中 QP 7 4 和 
TP BK, 就 作 止 昌 面 的 翰 线 @7。 


平面 1 .| 3 将 是 曲 西 的 第 二 个 平行 导 面 , 并 且 第 二 族 的 所 有 母线 , 包括 a 和 五 在 内 ， 将 平行 于 
平 而 。。 在 图 284 上 , 这 些 脉 线 是 用 引 平行 于 平面 [的 辅助 截 平面 的 方法 作出 的 。 


如 果 T.LZ( 参 看 图 284), 则 直 纹 掩 物 面 称 为 正言 纹 抛物 面 ， 否 则 就 称 为 斜 直 纹 抛物 面 。 


在 工程 上 , 直 纹 独 物 面 时 常 称 为 “ 描 平 面 "内 
为 在 特 号 情况 下 ， 当 所 取 的 两 条 直 导 线 不 是 交 又 < 
的 ， 击 是 位 在 同一 平 而 上 ， 人 母线 运动 时 就 性 绘 出 
-个 平面 , 即 该 丙 条 导线 所 在 的 平面 。 ， 

另 一 方 秩 ， 包 括 直 纹 抛物 面 在 内 的 不 可 展 卓 。  “ | 
向 称 为 “ 白 测 ”。 

图 285 表示 斜 直 纹 抛物 而 Qa, 5， 口 ) 存 复 忆 
各 图 上 的 作法 。 取 直线 a 和 5 及 平面 区 ， 作 为 导 
线 帮 | 池 面 。 

生 果 注意 到 直线 g 和 天 属于 第 一 谈 的 且 线 ， 
et : 线 /属于 第 二 族 的 母线 ， 则 它们 的 作法 就 

必 少 元, 后 需 补充 说 明 。 

定 水 平 抽 影 上 得 到 友 纹 抛物 面 的 号 抛物 线形 
状 的 外 形 线 , 这 条 揭 物 线 是 直 母 线 族 的 包 络 线 。 图 “285 


$8, 螺旋 面 
1 定义 汪 本 交 乓 得 记 下风 放下 双生 于 二 的 庙 丁 本 光 林 本。 


rr 


旋 耐 也 可 由 读 曲 线 的 运动 而 形成。 

这 样 , 在 螺旋 面 上 有 两 个 线 族 : 曲 母 线 族 和 螺旋 平行 线 族 。 这 些 线 便 组 成 曲面 的 骨架 。 

媒 旋 面 修道 过 其 办 i 的 平 而 所 埠 往 的 埠 线 (这 些 走 线 都 是 全 等 的 ) 称 为 子午 线 ， 而 被 垂直 于 
轴 ;的 平面 所 截 得 的 截 线 (它们 也 是 全 等 的 ) 称 为 法 截 线 。 

蝶 旋 面 的 所 有 螺旋 平行 线 其 有 同 祥 的 导 程 62 (4 称 为 炙 旋 面 的 导 程 ) 和 参数 

?=z2 。 

要 在 图 上 给 定 螺旋 面 , 必须 给 出 四 主 和 和 丝线 1 的 投影 ,同时 说 明 导 程 五 或 参数 p 的 数值 。 

螺旋 面 的 确定 要 紊 是 : 9 (7 如 或 PD(i, 1, 7p)。 

不 过 ， 曲 面 的 确定 要 喀 也 可 用 另 一 种 方式 给 出 。 可 以 给 出 其 中 一 条 螺旋 平行 线 代 替 导 程 太 
( 芭 大 数 纪 )， 例 如 给 出 曲线 w。 这 时 ， 曲 线 ， 就 作为 坚 旋 面 的 基线 。 寺 是 曲面 的 确定 要 素 就 是 : 


汪 旅 过 动 的 尾行 是 娆 着 竟 定 的 轴 ; 旋转 同时 平行 于 轴 于 行 移动 。 
伏 沿 济 六 滞 全 9， 
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nn 
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Dli,L,v). 


2 由 直 县 线 作 螺 岩 这 动向 形成 的 直 纹 蝶 许 面 或 虹 旋 面 在 工程 上 具有 重大 的 意义 和 广泛 的 
应 用 o 


根据 庄 线 ?与 轴 # 相交 成 术 相 交 而 称 曲面 为 阳 合 媒 旗 而 或 开放 螺 放 而 。 根 据 母线 ? 与 轴 i 


现在 来 研究 备 种 类 型 的 直 纹 螺旋 面 - 

3， 正 螺旋 而 由 直 母 线 了 运动 而 成 ， 母 线 与 螺旋 面 的 不 动 的 轴 ;相交 成 直角 而 绕 该 轴 旋 转 ， 
同时 沿 着 钠 前 塘 向 移动 , 移动 的 距离 与 旋转 的 角度 成 正比 。 

这 神 矿 而 忆 于 闭合 螺旋 面 。 

测 面 的 每 一 条 家 母线 1 己 铀 


交 于 点 了 工 而 被 该 点 分 为 两 射线 每 条 射线 形成 曲面 的 一 时。 这 
两 证 曲面 座 线 i 分 界 (图 285) 。 E 


丁 是 , 正 曙 旋 面 的 检 线 二 消 劳 闻 标 的 轴 i 和 螺旋 线 5 这 两 条 导线 运动 , 并 且 始 终 平行 于 某 个 
平行 导 面 之 i; 通常 取 这 个 平 徊 作为 下 面 11,。 申 面 的 确定 要 来 是 : PUi,L，, 了 D 或 P(i,1,0b)。 


图 286 


根据 形成 的 方法 . 刚才 饶 究 的 曲面 属 王 铁 状 页 , 并 可 称 为 螺旋 锥 状 面 (参看 本 党 37) 。 

图 287 两 记 以 螺 族 面 的 晒 条 导线 ( 轴 ;和 焊 许 线 5) 为 界限 的 曲面 的 “ 叶 。 

4， 告 螺 旅 面 或 阿 基 水 德 螺旋 面 让 巡 将 而 不 同 的 是 , 它 的 占 时 线 与 螺旋 面 的 名 i 让 交 的 角 
度 和 不 种 于 90"(B 关 90*)。 

螺 话 而 的 母线 在 运动 时 与 两 条 导线 ( 浏 化 的 铀 宇和 圆 梓 面 上 的 螺旋 线 纺 相交 , 并 有 始终 平行 
于 具有 顶点 8 的 其 放 转台 谭 的 母线 , 湾 雇 面 与 螺旋 线 有 公 上 的 轴线 , 并 且 它 的 母线 与 轴线 的 夹 角 


"13$» 


线 ), 当 剖 注 间 的 洁 线 运动 时 属 帝 上 认 这 个 菜 作 。 

介面 的 确定 桥 内 起 : 8(i,2, 有 0 或 @(i.1,0)、 

在 复合 央 上 作 骂 族 而 叶 , 益 先 作者 螺 旋 导 线 , 把 它 的 水 下 投影 ( 况 同 ) 分 为 12 等 分 ,然后 把 分 
点 (TLIIT……) 投 到 正 而 投影 上 。 

作出 带 有 有 芒 点 信和 角 昌 的 深 旋 面 的 导 猴 曾 后 , 引导 色调 的 一 系列 此 线 , 然后 站 过 出 施 线 的 点 
[ATs TTTs…… 引 晤 族 面 的 母线 , 使 平行 十 导 角 面 |. 对 应 的 母线 。 条 接 共 的 母线 依次 治 币 i 
吝 行 移动 数 优 竹 (这 里 ,4 是 并 施 面 的 导 程 ), 并 绕 同一 轴线 转 过 角 订 守 5 。 

铝 旋 而 在 正面 投影 上 的 外 形 线 是 让 母线 族 的 包 络 线 。 

螺旋 夯 被 亚 直 于 其 轴线 的 半 面 PCT。) 所 夫 得 的 裁 线 (法 堆 线 ) 是 阿 基 米 德 巡 续 9( 参 看 图 288)。 

妥 作 这 条 曲 苓 线 ( 阿 此 米 德 螺 线 )， 只 要 标 出 螺旋 面 的 凡 线 1 和 VL, 并 过 它们 的 端点 4 和 7 
作 截 半 面 ,然后 将 线段 iTZ 分 为 4 等 分 (根据 角 77hiF7， 的 等 分 数 ), 再 在 半 征 277 上 截取 
级 自 证 Bi= 忆 了, 在 半径 让 7 上坟 到 线段 让 C, 一 25B, 竺 等 。 


图 288 


人 @D 证 级 杂音 可 再、 切 待 级 台新 等 < 画 法 儿 何 教程 包 莫 折 科 , 加 家 技术 夺 心 书 答 书 版 让, 1958 年版 。 
了 


5， 综 几 兴 ,特别 尽 下 的 和 全 的 螺旋 匣 . 在 工程 上 化 得 让 涝 的 应 用 。 跑 杯 (在 如 蜀 传 动 F 六 螺 
性 (在 螺旋 运输 机 等 方面)、 螺 栓 和 其 它 螺纹 英 旭 都 臣 由 这 些 曲 面 宝 成 前 。 

由 阅 鞋 半 和 虹 族 面 融 成 的 物体 称 为 召 祥 。 根 据 螺 施 线 的 方向 ， 螺 订 可 能 其 主 右 螺纹 避 左 螺 
图 289 表示 具有 左旋 梯形 螺纹 ( 桨 旋 线 ) 的 呈 丁 。 它 出 圆柱 耐 了 和 7 正 凉 话 醒 777 和 和 奸 蝶 旋 
面 让 围 成 , 也 可 以 外 初 形 XLMN 作 螺 旋 运 动 而 成 。 这 时 , 娣 形 各 顶点 沿 着 导 程 为 天 的 对 应 友 施 
线 漆 动 。 . ; 


= 全 一 
焙 形 母线 绕 卷 基 砚 柱 的 轴线 证 话 转 一 四 便 升 


纹 人 


高 符 了 蝶 施 线 的 避 稚 的 距离 。 因 为 课 杆 由 一 个 Ai 一 一 三 
下 型 齐 而 运动 而 得 , 研 以 它 称 为 单线 的 9。 。。 飞人、 | 村 
要 在 复合 图 上 栈 螺 杆 ， 必 须 作出 梯形 玖 残 咎 1 一 ; 二 
顶点 天 ,二 ,于 .所 措 绘 出 的 巢 旋 线 的 投 影 。 仁 Se 人 .| 
螺旋 而 F 在 正面 投影 上 的 外 形 线 是 利用 对 两 条 电 、 SS 


诞 溯 线 的 投影 作 切 绪 得 到 的 。 外 形 线 的 这 种 作法 
是 近似 的 ， 因 为 实际 上 俐 螺旋 面 的 外 形 线 是 曲线 
{大 天 图 288) 。 

螺杆 被 水 平面 FT:》 所 蕉 得 的 筑城 面 邯 形 
(图 289) 电 两 个 茹 吴 (两 个 圆柱 面 的 稚 线 }、- -让 
线段 ( 正 电 族 面 的 救 线 ) 和 阿 基 米 德 刍 线 的 一 段 浙 
(余音 施 亩 的 截 线 ) 转 成。 

图 290 上 表示 具有 右 族 三 角形 虹 红 的 双 经 坚 
杆 , 它 由 4 个 侍 螺 旋 面 0、IT,Z7T、1T) 转 成。 

这 种 螺杆 可 以 看 作 是 由 两 个 三 角形 剂 曾 
FGK 和 KLMM 灌 絮 施 导线 运动 而 成 (参看 图 290)， 
并 卫 当 旋转 一 周 叶 , 每 个 剖面 上 升 启 度 一 2s。 

用 水 平面 T(T?) 截 螺 奸 ， 我 们 就 得 到 由 阿 基 
米 德 螺 线 围 成 的 戴 线 图 形 。 


6， 浙 伸 螺 元 西 ( 盘 族 血 ) 由 直 天 绕 运动 测 成 , 母线 在 此 所 有 的 位 置 上 始终 切 于 一条 并 生 烷 施 线 ， 这 条 螺 话 
线 就 是 螺旋 画 的 到 折 棱 ( 几 293)。 


渐 介 螺旋 面 也 称 为 可 展 册 旋 桓 , 因为 它 象 每 一 个 具有 回 折 丢 的 让 纹 面 一 样 是 志良 昌 天 (参看 木 章 86 过 3)。 
这 种 曲 桓 必 于 开放 螺旋 面 。 过 给 出 这 种 曲面 , 也 得 给 出 任何 的 稚 旋 画 一 伴 ， 只 奖 给 出 回 折 棱 就 行 。 因 此 , 呈 
面 的 确定 要 案 是 : 9Cm) - 


然而 浙 伸 电 旋 面 也 可 以 象 给 出 蛇 旋 面 的 一 般 方法 那样 给 出 : 怠 (i 7, 们 ， 


中 条 看 秒 六 章 §6。 


i370¢ 


向 


<。 ” 艇 旅 面 的 直 母 线条 螺旋 面 的 条 线 的 距离 等 于 基 赔 柱 的 半径 一 “ 


r= p 
2aigu tge” 


起 中 小 是 螺旋 线 的 导 程 : 

电 是 涟 旋 线 的 参数 ; 

刀 是 旦 拭 线 的 天 前 和 有 和 生 线 对 水 将 面 的 裔 角 。 

谈 肯 商 的 导 肉 诈 与 其 回 折 楼 的 导 锥 面 重 合 。 如 采取 翌 红 而 的 底 风 上 半径 第 于 +( 392)， 则 它 的 商 度 将 竺 于 
阐 术 护 癌 曲 许 而 的 矢 数 了 

读 曲 面 的 直 瑟 级 消 益 陌 条 虹 旋 线 瀑 动 ， 并且 始 终 与 导 锥 睾 的 母线 下 有 行 。 在 柑 土 ， 曲 虞 的 作 哇 归结 为 伯 这 两 
条 销 族 线 的 投 距 .这 两 条 螺旋 级 由 夯 线 线段 的 次 点 了 和 切 点 直 形 成 。 切 点 妇 设 状 国 这 撞 移 动 。 
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图 293 


如 施 面 的 法 截 绕 是 贺 辐 的 渐 伸 线 了 。 

图 293 画 出 一 个 单线 螺杆 , 共 工作 面 是 渐 伸 昭 旗 面 。 

螺 慎 端 截 而 的 图 形 由 国生 和 渐 伸 线 转 成。 

类 似 的 螺杆 应 用 于 柄 轮 传 动 。 

?， 当 直 母 线 主 沿 着 而 柱 面 上 的 螺 旅 线 谓 动 并 始终 
与 阿 术 面相 团 时 ， 母 线 的 运动 就 形成 包 许 螺旋 面 。 母 线 


rr 


对 水 平面 的 倾角 8 不 等 于 虹 施 线 的 升 角 a (earete 2) | 


了 » 

这 种 出 向 属于 开放 紧 旋 面 ?。 

出 而 的 谓 定 要 于 是 ，E(i, 4, 加 )。 

候 据 5 宇 g， 该 曲面 的 法 截 线 将 是 加 长 的 或 缩短 人 
合 末 渐 伸 线 , 而 圆周 的 半 和 欠 布 等 丁 基 砚 杜 的 华 径 ，。 

汇演 -下 包 旋 操 施 所 妆 3=0 时 的 一 种 转 殊 情况 。 

这 上 时， 蝶 族 面 的 其 线 平 行 于 水平面， 间 且 和 过 走 于 蜡 , 
旋 面 的 轴线 {1 阁 294) 。 图 294 

这 种 烛 画 属于 柱状 丙 的 -种 ,并 可 由 给 绕 平 行 于 水 平 茄 的 直 侠 绪 灌 间 一 妾 程 的 两 条 螺 庭 导线 滑动 而 形成 ， 

这 种 类 型 的 桨 旋 而 称 为 螺 施 柱状 而 ， ”| 

在 复合 图 上 ， 这 种 曲面 的 作法 归结 为 作出 由 母线 乒 候 的 切 点 4 和 绒 点 了 所 形 威 的 螺旋 线 的 投影 (大 省 图 
294) 。 


在 各 种 类 型 的 娲 纶 传动 中 ， 也 有 用 包 旋 虹 旋 面 的 师 轮 传动 。 在 这 种 传动 中 , 蝎 村 的 工作 面 居 
具有 和 角 8 寺 0 的 包 旋 媒 埃 面 。 | | 


中 证 明 参 看 人 I， 台 ， 切 特 维 生 新 等 枉法 几何 元 加 >, 贷 斯 科 , 六 家 寺 术 再 论 东 往 出 版 社 , 1956 年 版 。 
加 与 浙 促 蜂 话 而 涉 同 , 包 挨 螺 施 面 龙 不 可 展 直 六 曾 ( 拨 面 ) 7 使 看 第 -一 音字 2)。 a 


19. 


:$9， 循 环 曲面 简介 

1， 定义. 贡 定 半径 世 安 怕 入 的 天 同 ( 寻 线 ) 便 意 运 动 而 形成 的 曲 厅 称 为 苦 斥 出面 。 

由 定 逐 枉然 每 一 个 御所 二 而 部 有 “个 组 成 其 骨 具 的 同伴 于 径 或 不 加 半生 的 网 周 峡 线 族 。 

第 二 个 叶 线 族 在 不 间 惟 况 下 可 以 彤 刀 给 定 的 旺 线 的 运 为 规律 由 不 园 的 此 线 组 成 。 

要 给 定 循环 种 而 ， 必须 给 出 挟 线 的 适 动 规 律 及 其 半径 的 变化 规律 。 这 两 个 规律 既 可 用 解析 
法 去 近 , 也 可 有 出 医 示 法 表达 。 2 

上 苟 研 究 过 的 其 些 曲面 都 闹 上 德 环 册 曾 。 这 就 是 ， 第 一 ， 具 省 轩 周 得 线 ( 纬 贺 ) 族 的 施 斩 此 
而 ; 第 二 ,一 次 厨 面 中 则 些 具有 圆 截 线 的 曲面 。 二 

2， 变 半径 和 定 尘 径 的 警 状 而 是 循 环 直面 的 .种 特 你 形式 。 前 者 由 变 于 径 的 顺 周 台 运 动 而 
成 , 运动 时 加 心口 沿 着 给 定 的 曲线 1 移动 ,而 交 周扬 在 的 平面 始终 重 直 于 该 曲线 (参看 图 295, 4)。 


加 


~ 图 295， Ss 
这 个 琶 则 的 顺序 位 置 组 成 曲 包 的 费 架 。 钠 线 寺 是 导线 , 图 心 即 洛 着 1 运动 。 
如 果 轴 线 足 直线 , 则 得 到 旋转 曲面 ( 僚 看 本 章 
§ 3)， ee 
要 给 出 变 半 径 的 答 状 所， 必 有 领 给 出 轴线 上 和 
圆周 尽 线 的 半径 如 的 变化 规律 。 例如， 这 个 规 ， 
律 可 以 州 随 着 颖 /的 长 度 而 变化 的 ER 的 曲线 给 
出 :Re = 了 (TD) (图 295, 6)。 变 半径 管状 而 的 确定 
委 训 是: | 
PLL, Re=f 0)], 
3 如果 管 状 面 的 圆周 母线 的 半 征 是 不 变 的 
则 曲面 简称 为 管 而 (图 296):. 8(1, m)。 曲 线 Rx 
= 中 (是 水 平 直线 (参看 图 295. 6)。 


“160* 


具有 直线 轴 的 管 面 大 旋转 柱 窗 。 
具有 定 直 径 Y= 27 的 球面 作 螺 旗 运动 所管 旨 庆 这 时 ， 奈 心 洱 pg 和 导 禹 为 h 
级 洲 生 蜡 旋 线 滑 动 。 


该 曲 面 是 球面 族 的 包 络 面 , 并 且 是 在 .< 8 的 条 件 网 297), 和 如果 ? 疡 RB, 那么 就 形成 
螺旋 杆 。 


两 个 无 限 接近 的 球面 的 交 线 ( 团 周 ) m (特征 线 ) 所 在 的 平面 胰 自 于 钳 许 线 上 点 全 处 的 切线 4， 
同时 垂直 于 图 面 。 管 螺旋 面 也 可 由 这 个 圆 局 运动 而 形成 。 

给 出 这 各 曲面 和 给 出 管状 夯 日 足 一 样 的 。 但 它 候 订 以 象 具有 钠 国有 引导 可 
旋 面 (i, tm 加) 那样 给 出 。 

管状 面 投射 到 平行 十 媒 施 线 的 轴 的 平面 上 时 (参看 疼 297)， 其 外 形 线 包 络 着 以 螺 旗 线 上 的 上 
TILTII…… 为 中 心 , 以 7 为 半 答 所 作 的 所 有 内 切 奈 面 的 投影 。 这 条 外 形 线 机 两 条 曲 级 形成 ,这 
些 曲线 每 旋转 一 周 就 形成 抽 个 项 点 ( 回 折 点 )。 

将 圆 蕉 面 的 钢丝 绕 在 圆柱 形 心 缂 上 造成 的 加 性 强 营 ， 是 由 管 旋 族 面 脱 成 的 。 图 288 给 出 了 
党 货 的 规定 而 浴 。 


图 283 : 网 299 


在 工程 技术 的 实 中 中 ， 经 常 要 绘制 和 阅读 一 些 视 器 和 机 构 的 签 件 疼 ， 组 成 这 些 零 提 的 曲面 有 
时 具有 非常 复杂 的 外 形 ,图 299 击 出 了 一 昭 具 有 复杂 出 面 的 零件 : ac- 一 船 咱 螺旋桨 ;6- 一 叶轮 3 
2 一 一 水 轮机 的 轮子 ;一 一 凸轮 GE。 类 似 委 件 的 技术 图 村 应 同时 给 出 有 关 巾 面 的 国 ， 以 满足 对 这 
旦 曲面 的 可 治 图 所 提出 的 要 求 。 Ca 


让 图 299 所 示 的 零件 选 自 HH， 太 ， 礼 重任 斯 基 < 复 杂 曲 条 的 加 工 方法 + 一 书 ， 和 加 家 机 并 楷书 册 屋 
1961 年 版 。 
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研究 。 


人 


2. 


它们 是 以 画 靶 几何 所 研究 过 的 桓 面 的 各 种 展 成 方法 和 隅 面 可 逆 图 的 给 定 靶 为 基础 的 。 


复 习 题 


， 给 定 曲 醒 的 解析 法 和 运动 法 的 革 别 何在 ? 

、 人 秆 么 是 曲 画 的 骨架 ? 由 骨 积 给 定 的 曲面 的 特点 是 什么 ? 

， 什 么 是 曲面 的 确定 要 素 " : 

， 为 了 得 到 昌 面 的 可 竟 图 度 当 终 由 恢 由 面 的 哪些 几 作 鞠 末 的 投影 1 

， 移 动 昌 曾 是 怎 祥 形成 的 ? 

。 族 转 求 面 , 比 枯 和 往 西 的 确定 要素 是 企 样 组 成 的 ? 
”旋转 曲面 是 怎样 形成 的 ? 它们 在 图 上 怎样 给 定 ? 上 邮 硬 .i 的 什么 线 称 为 纬 册 和 子 年 线 ? 
.什么 是 租 转 曲 囊 的 主 于 午 线 7 

。 地 哪些 二 次 旅 转 曲面 ? 它们 是 怎样 形成 的 ， 怎 樟 在 性 十 给 出 一 般 形 式 的 二 次 曲 而 ? 


付 么 曲面 称 为 直 数 面 ?9 怎样 在 图 土 给 出 它 的 图 条 


， 试 给 出 锥 而 和 柱 面 的 定义 。 | 

-为 什么 发 旋 面 的 回 折 塘 应 当 是 空间 曲线 而 不 在 出 而 曲线 ”在 后 一 入 情 况 下 所 形成 的 是 什么 曲 桓 ， 

， 试 壕 具 有 平行 导 面 的 直 议 面 的 各 种 形式 , 并 详细 说 朋 它 们 的 形 虎 砷 法 。 关 此 曲面 的 确定 更 素 是 什么 
。 上 其 有 两 条 导线 (直线 ) 的 锥 装 面 称 为 社 么 这 是 斤 次 的 吕 面 * 


直 故 用 南面 和 直 统 失物 本 的 形态 二 律 何 区 别 这 两 个 面 血 与 所 示 其 它 的 直 丝 面 有 什么 区 别 ? 
-怎样 在 图 上 痊 出 - : 般 形 式 的 螺旋 面 ? ， 


， 试 详细 说 明 螺 旋 面 的 形成 方法 太 其 在 工程 上 的 应 用 。 


、* 蝇 旋 面 上 的 高 个 线 族 是 怎样 的 * 
人 御 环 曲面 各 先 状 面 嘴 怎样 丧 成 的 ? 


练 习 是 


。 如 时 给 出 话 转 遇 放 的 机 线 2 {空间 曲线 ) 和 施 苇 加 it. 试 作曲 面 的 主子 午 继 {图 0 


| | 
如 


本 2 {DD 
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图 300 ， 图 301 


当 立 方位 绕 其 对 角 线 型 六 旋转 时 ， 立 方 体 的 楼 边 形成 什么 曲面 ? 如 果 肝 N 垂直 于 水 平 执 影 而 , 试 作出 


这 些 监 晤 的 水 平 投影 和 正面 投影 (可 用 更 换 投 影 面 法 作 立 方 体 的 投影 ) 。 


3, 


求 作 具 有 名 家 锁 和 站 母线 的 旋转 家 曲面 的 投影 , 母线 对 IT 倾斜 45 与 绢 距离 30 吉米 。， 


4. 事 作 位 在 图 环 面 上 点 开导 x) 的 可 能 的 水 平 投影 (图 301)。 


5， 求 作 柱 面 上 的 点 4 各 所 刻 的 投影 。 桩 面 由 导线 各 Lm ms) 和 计 线 的 方向 s iss 53) 给 定 (图 302) 。 


ea 了 762 > 


、 8 i 
a ”ww 


3 站 
得 ”302 图 303 


6 求 作 锦 面 上 的 点 生 和 吾 所 荚 的 投影 。 匆 面 由 导线 各 (mm 种 源 点 晤 1 给 定 (图 303)。 ，.、， 

7*， 试 作 包 施 螺 旋 耐 的 两 个 投影 ， 这 再 面 由 对 水 平 晤 成 倾 有 $$ 二 30" 的 线段 48 一 30 毫米 作 螺 族 返 动 而 处， 
螺旋 而 的 导线 是 半径 7 一 20 毫米 和 导 避 名 一 50 毫米 的 螺旋 线 。{ 图 304)。 

作出 包 旋 螺旋 面 上 揭 点 耻 { 了 用 由 的 正面 投影 。 


8#*， 试 根据 下 列 数据 作出 螺旋 杆 ( 管 螺旋 面 的 特 处 情况 一 一 图 297) 的 两 个 投影 : "一 25 毫米 R=20 毫米 。 
4 一 50 毫米 。 
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第 八 章 ”曲面 的 切面 


§1, 基本 概念 | 

1. 在 研究 曲线 时 , 已 经 用 过 平面 曲线 或 室 间 曲线 的 切线 的 概念。 现在 我 们 必须 引入 一 个 新 
的 斌 念 : 曲面 的 切线 。 

设 有 某 曲 面 中 ,在 曲面 上 标 出 一 个 任意 点 型 ,要求 过 该 点 引 一 直线 与 向 面相 切 (图 305)。 

过 4 引 直线 s ,该 直线 与 曲面 还 相交 于 另 一 点 于 '。 这 条 直线 称 为 割 线 。 

为 了 得 到 曲 而 的 切线 , 应 当 象 作 寻 线 的 切线 那样 , 令 点 是 ' 咎 近 于 点 亚 吉 到 它们 外 合 。 

为 了 使 于 ' 趋 近 于 形 的 方式 完全 确定 , 就 构建 立 点 对 区 近 于 点 亲 时 应 老 的 路 线 , 这 条 路 线 旧 
筑 面 [: 基 条 光滑 曲线 ? 确定。 现在 , 兰 M' 无 限 趋 近 于 用 ,在 极限 时 , 割 线 s 便 汕 有 曲面 的 切线 ! 的 
位 置 。 

这 样 , 曲面 的 切线 是 一 条 与 曲 荀 交 于 两 个 点 的 直线 的 极 暖 位 并 ( 当 这 两 个 交点 重合 时 )， 

同时 皇 也 是 曲线 上 的 切线 。 因 此 可 以 这 样 说 ， 与 曲面 上 任意 一 素 曲 线 相 切 的 直线 称 为 曲面 
前 切线 。 因 为 过 曲面 中 上 的 点 可 可 以 主意 3 | 许多 割 线 ,并 可 以 使 点 于 沿 不 同 的 路 线 煌 近 了 点 a 
冉 以 在 曲 通 上 已 知 点 必 处 的 切线 是 无 限 多 的 。 

2， 在 微分 几何 明证 明了 在 曲面 上 的 一 个 普通 点 处 的 所 有 切线 有 一 个 非常 重要 的 性 质 , 即 这 
整 切 线 都 位 在 同一 个 平面 上 全 。 这 个 平面 称 为 曲面 的 切面 。 

因此 , 切面 是 过 曲面 上 一 点 所 作 的 金 部 切线 的 轨 注 。 


网 305 图 306 


显然 . 为 了 恒 助 直 夏 作曲 面 上 已 知 点 处 的 团 曙 , 只 要 过 读 点 摸 曲面 的 两 条 切线 就 够 了 。 这 是 
条 团 线 可 以 利用 通过 已 知 点 兴 的 任意 两 条 形状 简单 的 光滑 曲线 作出 (图 306)。 
在 几何 学 的 整个 领域 里 ， 切 面 的 概念 起 郑 和 极其 重要 的 作用 。 与 利用 典 线 ( 搓 面 的 或 空间 的 ) 


全 ” 监 责 上 不 只有 演 个 性 质 的 点 巧 奇 异 点 。 
* 和 


Le 


1 机 


的 切线 来 研究 曲线 在 邹 点 阶 走 的 形状 相 优 ， 切 而 也 可 月 来 入 究 在 切 点 邻 威 上 肝 面 的 形状 。 这 时 
ee a We 

如 果 过 曲面 上 的 - -点 只 有 或 只 能 作 一 个 确定 的 切面 , 这 样 的 点 称 为 普通 点 , 而 过 奇异 点 所 作 
We pd tana 的 。 

在 一 些 大 家 所 热 秋 的 洋 面 上 , 下 列 一 些 点 可 以 作为 奇异 点 的 例子 : 

1) 一 功 刍 面 的 顶 包 ,其中 也 包括 贺 短 面 的 硕 点 ? 

Oe 5 曲面 的 轴线 不 相交 于 直角 的 条 件 下 ， 子 午 
线 与 轴线 的 交 

ee 

3， 曲 面 的 法 线 这 个 妖 众 与 切面 的 概念 有 着 不 咱 分 市 的 胶 系 。 

在 曲面 上 某 一 点 村 处 的 法 线 时 这样 的 一 厅 直 线 . 它 通过 点 省 并 垂直 于 该 点 的 切面 。 网 306 上 
拟 矢量 # 来 表示 曲面 中 在 点 开 处 的 法 线 。 因 为 法 线 ? 生 直 于 由 直线 页 和 也 确定 的 芭 面 , 当然 也 
筑 直 于 这 两 条 家 线 。 

4， 现 在 来 讨论 曲 证 上 及 其 切面 的 相对 位 矢 。 这 里 可 能 有 各 种 在 同情 况 : 

1)》 切面 可 能 与 曲面 有 唯 -的 :个 公共 点 一 一 切 点 ; 

2) 场面 可 能 与 曲面 相交 于 此 一 条 线 , 其 中 包括 相交 于 一 条 直线 ; 

3) 切面 可 能 与 曲 商 沿 某 一 曲线 相 切 , 特别 要 注意 的 是 沿 一 条 直线 相 转 。 

试 研究 几 个 例子 。 | 

例 ! 在 上 列 各 点 处 作 阅 环 面 的 切面 (图 307》: 点 4(44, 42) 一 一 六 而 8(81,82); 点 BCB, B,) 
一 一 平 而 中 (9 ;点 C (CCa) 一 一 平面 Z(Y)。， 
并 有 旦 4 (4, 49) 在 圆 环 面 的 赤道 圆 上 ， 吕 (Bi Bs) 
在 办 加 上 , 而 C (202) 在 称 为 中 问 加 的 基 周 上 。 

这 里 , 切面 与 曲面 的 相对 位 置 有 不 同 的 销 况 。 

切面 86(@,, 85) 由 相 线 i(6 ) 和 有 (6 45) 
确定 , 它 与 曲面 不 相交 而 仅 与 曲面 寿 一 个 公 幼 点 。 
平面 中 (中 ) 由 直线 2 旨 》 和 (和 ,1447 》 
确定 ， 而 且 与 曲面 相交 于 一 条 曲线 ， 切 点 好 (8 
B,) 就 是 曲线 上 的 -个 点 。 最 后 ,平面 3(Y,) 由 直 
线 二 (8, 操 ) 和 (fy, 如) 确定 , 它 不 仅 与 曲面 
切 于 -点 侣 ,而 且 沿 闭 整 个 中 间 贺 相 切 。 

现在 设想 有 一 个 民有 一 族 直 母 线 的 擂 直 纹 面 ， 例 如 柱状 面 或 难 状 面 . 在 一 般 请 襄 下 , 这 种 曲 
晰 的 切面 与 曲面 会 相交 十 一 条 直 母 线 和 菜 一 条 申 线 。 这 时 这 条 直 和 母线 就 号 通过 切面 与 曲面 的 急 
点 的 那 条 尽 线 。 | 

如 果 掏 贞 纹 而 上 有 有 两 族 直 县 线 ( 直 纹 双 曲面 和 直 纹 抛物 面 或 * 氨 平面 ")， 册 切 曾 总 与 师 面 相 
交 上 两 条 直线 , 这 两 条 直线 就 是 相交 于 盈 点 的 不 同族 的 层 线 ， 
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例 2 试 过 且 线 48 尘 的 虚 浇 作 堵 平面 的 切面 该 易 面 由 导线 p 生 以 及 平行 导 面 日 给 由 
{图 308)。 = 二 
要 指出 ,平面 中 (TY x gq) 是 第 二 个 平行 导 面 ， 并 通过 已 知 点 以 作 属 丁 第 二 个 母线 族 的 母线 
CDT。 ee 
为 此 , 用 点 C 分 制 线段 RT 使 等 于 点 并 分 割 线 段 48 的 比值 .得 到 点 后 引 忆 二 CD。 内线 48 
和 CD 是 在 已 知 曲面 上 与 它们 本 身 的 切线 重合 的 线 ， 央 而 确定 在 点 斑 处 的 切面 。 央 为 这 些 下 线 
既 忆 于 曲 而 , 又 属于 切 而 , 所 以 它 他 是 曲面 和 切面 的 交 线 。 不 准 评 明 ,曲山 不 是 位 在 切面 的 “ 侧 
而 足 位 在 世面 的 两 侧 。 i i 

5.。 如 果 切 面 是 过 可 展 昌 面 上 任 一 点 守 引 出 的 , 则 可 以 证 明 ， 该 平面 将 沿 着 过 点 的 整 亲 母 
线 相 切 。 这 是 可 展 曲 面 的 最 重要 的 性 质 之 一 。 从 这 -一 点 可 以 引出 这 种 曲面 的 其 余 全 部 性 质 。 所 以 - 
这 一 点 性 质 可 以 取 作 曲面 的 可 展 性 的 特征 (关于 这 个 问题 的 更 详细 的 情 澡 参看 第 十 一 章 )。 


4 2， 作 切 商 的 一 些 例子 

1， 在 这 以 前 , 我 们 谈 过 了 给 出 切 点 后 作 切 面 的 方法 。 但 是 ， 作 切面 的 问题 可 以 用 另 一 种 广 
趟 所 出 ， 使 切面 的 位 置 服从 于 某 些 其 它 条 件 , 然后 找 出 切 点 ( 夺 可 展 曲 面 的 情况 下 则 找 出 切线 )。 

倒 如 , 可 以 作出 球面 的 切面 , 条 件 是 使 它 ，1) 道 过 不 与 球 疝 相交 的 一 已 知 直线 ; 2) 平 行 于 茶 
一 已 知 平面 等 等 。 

本 以 作出 雏 面 的 切面 , 使 它 ，1) 通 过 锥 曾 外 一 点 ，23 下 行 省 蘑 一 直线 等 千 。 

这 样 ,切面 可 以 用 不 间 的 条 件 给 出 , 这 些 条 件 的 特点 与 曲面 的 形状 有 关 。 

2 我们 玉 研 究 几 个 例子 。 | 

例 1 试 作 一 平面 全 (全 1, 日 2), 使 与 球面 相 切 于 点 江 ( 图 309)。 

为 了 解 这 个 问题 ， 先 在 壤 面 上 过 训 下 Ca 和 Ys) 引 两 条 形状 和 位 置 都 是 最 简单 的 朋 线 ，1) 水 
平 图 周 LD 12); 9) 直面 加 同 (hu,)。 

作出 这 两 个 陷 周 在 点 如 处 的 切线 , 其 中 条 为 水 于 线 本 语 , 抽 )， 另 -… 条 为 正平 线 1 下, f2)。 

所 求 的 平面 就 由 这 是 条 直线 确定 。 


DD 描 平 面 上 不 同族 的 导线 的 作法 参看 第 七 闽 8?7。 
”了 65 ， 


”图 309 图 310 


全 2 放下 面 ,全 能 面相 避 并 衣 坟 多面 外 _. 居 PCP，P3)( 图 史 0)。 画 二 旺 纹 。 

,过 点 了 CP', Ps) 引 水 平面 Q(99 ,并 作出 平面 全 秦 荐 轮 面 所 得 的 团 周 kh, 胡 )。 由 点 PCP1》 
引 圆周 (加) 的 场 线 , 并 标 出 切 点 卫 (X,) 和 了 (P14)。 然 后 找 出 这 些 切 点 的 第 二 个 投影 了。 和 
香 投 出 切 竖 线 (S11, SX。) 和 SYS81Y,，S8sYs)。 就 得 到 本 题 的 两 个 解 。 现 在 来 评 遇 它们 的 
止 确 性 。 ， 加 

例如 , 讨论 平 画 (SX xPX)。 . 

确定 这 个 平面 的 页 条 直线 与 锋 而 上 的 两 条 册 线 相 切 :直线 5X 与 本 身 相 切 ， 而 直线 了 则 
与 图 周 左 机 切 。 可 提 该 平面 确实 与 锥 曾 相 切 。 又 因 它 道 过 已 知 点 PtP，Ps)， 所 以 是 问题 的 一 
个 解 。 

如 果 点 PCP， Ps) 与 猴 顺 S 位 在 问 - 水平线 上 , 则 上述 解法 就 不 适用 。 

在 这 种 情况 下 , 这 样 考虑 也 订 得 到 解答 ; 与 县 有 锅 查 轴线 的 阅 锥 面相 切 的 每 一 个 平面, 其 水 
平 迹 线 忆 切 以 线 开 相 得点。 因为 直线 PS 是 切面 二 的 水 平 线 而 位 在 这 切 而 上 ， 所 以 也 垂直 于 切 
母线 。 官 与 团 其 线 所 夹 的 直角 有 -条 边 玫 行 土 水 平面, 因而 这 直角 在 该 平面 上 的 投影 仍 为 直角 。 
由 此 可 得 解 题 的 简单 作法 。 

.上述 作 旋转 锥 而 的 切面 的 方法 党 全 可 以 应 用 于 具有 图 斌 面 的 一 次 俊 面 。 

当 旋转 锋面 用 … 习 形式 的 锥 面 (具有 在 屿 形状 的 平 丽 曲 导线 ) 代 村 时 ,该 题 也 是 可 解 的 。 

在 这 种 情况 下, 必须 过 已 知 点 一 和 锥 硕 引 一 辅助 直线 。 其 次 , 应 当 求 出 该 直线 在 由 导线 所 在 
半 面 上 的 流 点 ,然后 过 该 点 引导 线 的 切线 。 。， 有 

辅助 让 线 和 切线 一 起 确定 所 求 的 切面 。 ，， 

例 3 试 过 放 转 曲面 上 的 点 涂 (CW), 于。) 作 昌 面 的 切 而 (图 311)。 

为 了 过 旋转 曲面 上 的 点 开 作 两 条 急 线 以 确定 所 求 的 平面 ， 最 好 选取 此 两 切线 切 于 曲 西 上 通 
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过 已 庆 碟 的 纬 加 友人 bz} 和 子午 线 Lm,)。 

这 时 , 不 氏 作 出 子午 线 中 的 正面 投影 ms 。 

过 点 型 (型 ， 虹 :) 引 纤 圆 天 (和 ) 的 切线 ， 这 切线 将 是 水 平 线 有 各，ha )。 子 午 线 科 的 切线 
{4 22 ) 的 作法 如 下 : | 

将 子 钻 线 人 mC) 转 到 主子 午 线 而 ( 硕 ,， 加 4) 的 位 置 。 于 是 点 下 CM， 加 :》 癸 点 有 新 位置 
(RH, R,). 

作 主 子午 线 在 点 班 (再 ,. 村: ) 处 的 场 线 C11) 并 标 旱 它 与 朋 面 御 线 的 交点 (81, 心 ; )。 将 
子午 线 及 其 切线 反 旋转 到 原 光 位 置 .旋转 后 的 切线 位 置 由 通过 点 胡 { 性 ,， 江 ;) 和 入 (51, Ss) 的 直 
线 1(4, 4) 确定。 所 作 舶 直线 [ 即 竺 中线 (kh,, 妈 , )]j 和 坡 线 2, 23) 就 确定 了 这 个 其 加。 


弃 : 如 


图 311 图 313 


3， 洗 螺旋 面 的 法 线 ” 代 求 过 斜 晶 旋 曙 上 已 知 点 DO，0:，0:) 引 -法 线 ， 洪 法 线 方向 从 点 口 起 裁 取 矢量 
mbm ms, ns) ,然后 将 矢量 洪 举 标 轴 zy,z 分 解 为 三 个 分 舌 pg (图 312)。 | 

在 计算 一 般 最 常用 的 阿 基 米 德 如 杆 喘 合 时 就 会 时 到 这 个 问题 。 这 种 蜗杆 的 工作 面 由 鲜 螺 旋 面 构成 J。 如 果 
将 岗 轮 轮 苍 与 蜗杆 紫 扣 之 间 的 摩擦 力 忽 贴 不计 , 则 作用 于 DO Os. 0 《位 在 蜗 桩 的 节 面 柱 上 ) 的 矢量 mn, mi， 
na) 可以 作为 蝇 轮 的 个 沧 作用 人 在 蜗杆 经 扣 土 所 有 的 力 的 合 为 。 然 而 对 十 强度 计算 ， 最 重要 的 不 是 知道 舌 量 的 
大 小 , 而 是 它 的 分 矢 &, .7 的 大 小 。 因 此 , 必须 确定 这 些 分 矢 , 其 中 p ( 娲 轮 的 加 局 力 ) 或 9 《蜗杆 的 加 周 力 ) 是 预先 
知道 的 , 共 它 两 个 分 矢 必 须 通过 已 知 的 第 三 个 分 矢 表 达 出 来 。 诺 让 指 出 ， 懂 形 齐 面 ( 帆 杆 的 区 扣 由 这 剖 阁 作 螺 旋 
运动 面 咸 ) 的 顶 角 用 2 家 示 : 生 旭 话 面 上 的 中 间 螺 旋 线 的 乱 角 用 尼 表 计 。 

作 了 这 此 解释 之 后 , 我 们 回头 来 解 儿 何 问题 。 为 了 过 皮 0(O. Os, 0 引 螺旋 面 的 法 线 ， 必 需 过 该 点 作 一 个 
切断 。 在 已 知情 况 下 , 这 个 切 耐 车 好 由 母线 4B(4sBs, 4sBs 和 过 点 DO0:，0:，0u 切 于 中 同 螺旋 线 的 切线 Li 
4 给 出 。 这 样 , 场面 使 由 两 条 等 更 线 往 定 , 因而 就 可 能 简单 地 确定 切面 上 的 法 线 的 投影 。 


四 套 必 第 七 认 88。 
了 


衫 据 绊 而 的 王 线 投影 的 定理 ， 重 线 的 投影 与 半 行 于 投影 面 的 等 距 线 的 投影 互相 簿 直 。 根 据 这 个 道理 ， 洲 
x 上 tz 和 LdsBs。 这 榜 , 法 线 便 作出 来 了 。 北 后 可 以 在 法 线 上 取 任 意 线段 有 (WW, 2;)， 并 把 它 状 作 是 作用 十 邵 
杆 丝 扣 上 的 力 的 矢量 , 然后 特 它 分 解 为 分 笑 , 如 图 上 所 东 。 最 后 , 找 出 这 些 分 笑 赔 的 关系 : 
?一 加 一 2 9 一 人 一 人 2; 7 一 7 一 Td 
p=g:ctgb 和 r—g-etgh'tga, 


8$ 3， 旋转 曲面 的 外 形 线 


1， 党 来 研究 一 些 与 每 一 个 曲面 外 形 线 的 概念 有 关 的 基本 情况 。 

设想 有 任意 的 曲面 中 , 并 依 选 定 的 方向 。 将 它 平行 投射 到 某 平面 IT 上 (图 318)。 有 些 投身 
光线 将 与 曲面 澡 某 一 曲线 要 切 ,在 一 般 情况 下 , 曲线 5 是 空间 曲线 , 在 特殊 情况 下 , 也 可 能 是 平 
面 曲线 。 这 条 曲线 称 为 可 见 轮廓 线 。 可 见 轮 麻 线 这 个 术语 可 解释 旭 下 ， 如 果 从 曲面 外 某 . -个 中 
心态 进行 中 心 投射 ; 并 认为 观察 者 的 眼睛 就 放 在 这 个 中 心 处 , 于 是 投射 光线 与 曲面 的 切线 便 将 曲 
面 分 成 可 见 和 不 可 见 两 部 分 。 , 

在 我 们 所 妍 究 的 情况 下 , 与 感 面 相 切 的 光线 形成 - -个 柱 面 , 包 芒 着 被 投 层 的 曲面 。 这 个 投射 
往 面 与 不 平行 于 方向 * 的 平面 IT, 利 交 而 给 出 -- 条 曲线 ， 这 曲线 称 为 已 知 曲面 中 的 外 形 线 。 可 
以 简单 地 说 , 出 面 的 找 影 与 投影 面 的 其 余部 分 的 分 界线 称 为 谈 曲 面 的 外 形 线 。 

因为 可 见 轮廓 线 上 的 点 位 在 投射 曲面 的 投射 光线 上 , 所 以 可 以 断定 ,曲面 的 外 形 线 就 是 可 多 
轮 遍 线 的 投影。 

可 见 轮廓 线 在 重 站 十 作 有 外 形 线 的 平面 上 的 投影 是 一 条 线 , 称 为 可 见 性 线 。 

2， 定 理 如 果 曲 面 上 有 一 条 与 可 见 轮 亡 线 相交 的 曲线 ， 则 这 条 曲线 的 投影 与 曲面 的 外 形 
线 相 切 。 

没 曲面 中 上 的 直线 加 与 可 见 轮 廊 线 相交 于 点 好 (参看 图 313)。 

设想 在 这 个 点 处 有 两 条 切线 , 其 中 一 条 与 明 线 如 相 扔 ， 另 一 条 与 可 见 轮 廓 线 ? 相 切 (在 图 | 
这 两 条 切线 都 设 有 夯 出 来 )。 这 两 条 切线 确定 一 个 与 蔓 面 切 于 点 于 的 平面 。 过 点 到 的 投射 光线 
也 位 在 这 个 平面 上 上 , 因为 这 条 光线 也 与 由 而 相 切 于 点 型 。 这 样 一 来 , 切面 就 是 这 两 条 切线 的 投身 
平面 。 

现在 , 让 我 们 回想 一 个 定理 ， 即 曲线 的 投影 的 切线 就 是 淡 曲 线 的 团 线 的 投影 了 。 在 目前 的 情 
识 下 , 两 切线 的 投影 重合 , 办 此 曲线 in; 和 全 切 。 定 理 十 是 证 明 。 

3， 试 来 研究 旋转 曲面 的 外 形 线 的 作法 。 假 没 曲面 的 轴线 任意 倾斜 于 投影 面 , 要 求 在 该 投影 
面 上 作出 曲面 的 外 形 线 。 

为 了 作 图 简单 , 收 一 全 轴线 ii is) 作 正平 线 放 园 的 曲面 (图 314)。 这 时 , 曲面 的 正面 投影 
使 用 曲面 的 主子 午 线 的 投影 来 确定 ， 这 主子 和 牛 线 假定 是 事前 给 定 的 。 现 在 来 作曲 而 在 水 于 面 上 
的 外 形 线 ( 即 作曲 面 的 投影 的 界线 ) 。 为 此 ， 作 一 个 内 切 于 曲面 的 辅助 球面 ， 并 标 出 其 相 切 的 图 
vy {va )。 旋转 则 面 和 球面 在 切 圆 的 每 一 点 处 都 有 一 个 公共 的 切面 。 从 这 些 切面 里 可 以 挑 出 两 个 
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图 313 


水 平 投射 面 , 它们 与 曲面 切 闻 可见 轮 廊 线 上 的 点 ,得 是 这 样 的 平面 必然 与 球面 的 浅 遵 较 %(h. hs) 
和 切 。 因 此 , 上述 的 点 既 在 切 辑 sCws) 上 ,又 在 球面 的 天道 归 上 。 也 就 是 说 , 这 些 点 可 以 在 上 述 的 
切 器 与 赤道 图 的 相交 处 找到 。 ee 

在 Ia 上 找 出 各 可 见 性 点 后 , 就 可 找到 它们 的 水 平 投影 , 这 些 投影 就 是 所 求 的 曲面 外 形 线 上 
的 点 。 
企图 314 上 标 出 了 入 应 的 点 工 : 兰 以。 这 个 点 应 当 看 作 是 可 见 轮 启 线 上 的 两 个 战 工程 天 的 
正面 投影 。 点 工 和 的 水 乎 按 影 尾 借 肪 这 些 点 所 在 的 承 面 杰 道 圆 的 水 平 报 影 后 牧 到 的 。 

如 果 不 是 要 求 在 水 平面 全， 上 而 是 要 求 在 其 它 任意 一 个 而 上 作 外 形 线 ， 作 图 方法 当然 是 同 
样 的 , 只 是 用 辅助 未 面 的 一 个 大 圆 来 代 赫 这 着 图 , 大 加 所 在 的 平面 季 直 于 外 形 线 的 投射 方向 。 


4， 我 们 来 妍 究 作 出 面 外 形 线 最 常 点 用 的 一 种 悄 沱 -一 作 旋 转 铁 面 的 外 及 线 ( 几 315)。 

设 加 锥 面具 有 接 正 平 线 配 时 的 办 4,1, za), 半 给 几 了 它 的 时 三 角形 的 正面 批 影 。 :: 

求 作 它 在 平面 TT 和 Ts 上 的 投影 的 外 形 线 , 不 要 加 六 它 的 基底 而 在 这 两 个 平面 上 的 拉 环 (不 作出 板 加 )。 

在 贺 锥 面 的 辆 续 上 取 一 个 任意 点 C(O Cs， Cs,) 。 以 它 作 为 内 切 球面 的 中 心 ， 并 作出 这 个 球面 的 直面 投影 ， 
标 出 球面 与 圆 知 而 相当 的 圆周 直人 。 其 次 , 标 出 切 圆 忆 球 面 杰 道贺 的 交点 {点 工 和 ) 和 切 央 i 
的 人 各 点 {点 工 和 T')。 如 果 从 上 往 下 看 ， 风 回 锥 而 的 可 见 轮 廊 线 (直线 9) 通过 点 工 而 知 果 从 在 和 用 则 可 网 轮 
廊 线 (直线 切 通 过 点 了 

根据 点 才艺. 信和 T' 的 投影 , 可 从 所 网 负 面 的 水 平 投 影 和 正面 投影 的 外 形 线 。 :5 

5. 我 们 来 研究 闻 环 面 的 外 形 线 的 作法 。 可 以 役 想 赔 环 面 第 并 党 内 切 奈 面 充 漠 兰 ， 它 们 的 溃 必 挛 耐 环 曙 的 
轴线 圆周 上 。 因 此 , 加 环 面 可 以 看 排 是 上 述 各 球面 的 包 络 面 。 

傻 定 已 给 出 轴线 回 周 的 投影 (类 图 ) 和 回 隶 面 的 疝 导 从 线 的 半径 (图 316) 。 轴 出 上 迄 各 奈 沁 的 投影， 这 些 投 
影 邦 足 刚 闻 。 于 是 , 这些 贺 周 的 包 络 线 使 确定 上 申 疝 的 外 形 线 ， 当 内 团 奈 而 ( 贺 周 ) 的 数 是 足够 多 时 ， ,处 形 线 就 不 
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必 特 虽 作 出 ， 因 为 它 本 身 已 显示 得 很 清楚 了 ， 这 外 形 线 由 两 部 分 组 语 ; 一 帮 分 从 外 面 限定 投影 的 范围 ， 另 一 部 
分 信 第 一 部 分 的 至 面 得 到 。 整 条 外 式 线 丈 为 环 影 线 。 上 述 外 形 线 的 第 一 部 分 的 全 部 和 第 二 部 分 的 一 部 其 于 图 
环 而 的 外 形 线 的 可 见 部 分 (图 317) 。 轴 环 面 的 外 形 线 完全 可 以 象 在 图 314 所 作 的 那 部 分 疗 蔬 而 外 形 线 那 样 米 作 
全 ,这 个 方 斌 虽然 很 架 上 需 , 但 却 比 较 淮 确 ， 
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图 317 


复习 题 
:， 乍 样 定 六 腊 移 的 切线 和 曲面 的 切面 的 概念 
2、， 过 曲 向 上 -- 点 作 二 面 的 方法 是 怎样 的 ? 
3， 在 作 过 给 定 直 纹 面 工作 误 … 点 处 的 切面 时 , 怎样 使 考 运 方法 简化 役 直 纹 而 具有: 
1) 把 直 母线 ; : 
2) 两 族 直 舟 乒 。 
#4. 曲面 上 起 样 的 点 称 为 车 湿 点 和 窜 蜡 点 7? 斌 举 出 一些 例子 。 
5， 什 么 岂 做 曲面 的 法 线 ? 
6， 息 祥 作 球面 的 切面 , 使 它 平 行 于 已 物 交 义 两 直线 : 
7， 试 证 时 旋转 而 而 的 主子 后 线 上 一 点 的 切面 总 才 射 面 。 
8， 怎 棋 作 三 个 环卫 的 公 团 页 ?3 当 这 些 球 所 不 相安 时 可 有 几 个 解 ? 


练 习 是 

1. 已 知 -个 - 虑 位 置 卸 面 的 复合 投影 , 在 事 面 上 上 选取 一 个 桂 意 点 , 作 一 半 祠 尿 =30 训 米 的 球面 使 与 严 面 切 
于 读 点 。 

2 已 知 - -出 锥 别 和 一 条 一 般 位 置 瘟 线 。 试 履 一 平面 与 圆锥 面相 切 并 侍 行 于 已 选 定 的 种 版。 

3、 已 知 … 旋 转 锥 面 和 一 个 一 般 位 置 半 面 。 试 作 -… 半 面 与 锥 面相 急 共生 直 于 已 选 定 的 绊 面 。 本 题 机 用 解 ? 
是 再 总 是 有 解 。 

4， 已 知 - :球面 。 坛 作 球 面 的 切面 . 使 与 三 个 投影 面 的 倾角 都 相等 。 

5， 已 知 -旋转 错 面 和 一 球面 。 试 作 涪 们 的 公 切 面 。 尝 两 曲面 不 相交 和 相交 时 ,各 可 能 有 儿 解 ? 

ti 试 作 话 然 此 面 的 正面 投影 和 侧面 投影 的 外 展 线 , 雯 曲 旱 的 水 平 投影 已 给 出 在 图 318 上 。 
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第 九 章 ”平面 与 曲面 相交 、 直 线 与 曲面 相交 


| $ 1， 平面 与 在 面相 交 

1， 由 平面 与 曲面 相交 而 得 的 线 龙 截 平 面 上 的 平面 曲线 。 

为 了 在 图 上 作 骨 这 条 朋 线 的 投影 , 需要 找 出 曲线 上 各 个 点 的 投影 , 并 将 各 点 的 同名 投影 用 则 
线 板 连 成 光滑 的 曲线 , 就 得 到 所 求 交 线 的 投影 。 

在 区 线 的 各 点 中 , 有些 点 与 众 不 同 , 它们 对 投影 面 处 于 特殊 位 置 ， 或 者 在 曲线 上 占有 特殊 地 
位 。 例 如 : 对 某 投 影 面 的 最 近 点 和 最 过 点 (极端 点 ); 位 在 其 些 曲面 的 边界 医 线 上 的 点 《其 投影 
在 外 形 线 上 的 所 谓 可 见 性 点 ); 交 线 的 最 党 以 等 等 。 这 样 的 点 称 为 特殊 点 。 

共 至 在 作 平 面 与 曲面 的 交 线 的 同一 个 问题 中 ， 每 一 个 待 珠 点 经 常 部 是 嵌 其 镍 有 的 方法 求 出 
的 。 交 线 上 其余 的 点 称 为 一 般 点 或 普 遂 点 , 它们 都 可 用 辐 一 个 方法 找到 , 这 个 方法 是 解 上 述 问 题 
的 基本 方 靶 。 

2. 作 平面 与 曲面 的 交 线 的 基本 方法 如 下 。 

作 回 助 平面 使 与 两 已 知 形体 相交 。 这 时 , 读 铺 助 平面 通常 与 曲面 交 于 一 条 曲线 ,而 与 截 平面 
交 于 一 -条 直线 。 

如 果 所 得 的 曲线 各 直线 是 相交 的 , 则 显然 它们 的 交点 屏 属 十 由 面 ， 也 属于 裁 平 面 , 因而 是 截 
平面 与 曲 商 的 交 线 上 的 点 。 人 交 线 上 任意 多 的 一 般 点 。 华 沫 些 情况 下 ， 
也 可 以 确定 个 唱 的 特殊 点 。 1 | 

在 实际 应 用 这 种 求 交 线 的 一 般 方法 时 , 应当 这 样 来 考 氏 选择 辅助 平面 , 即 尽 可 能 使 它 与 天 而 
的 交 线 景 简单 ( 辆 或 直线 )。 此 外 , 使 所 得 的 图 的 投影 具有 最 简单 的 形状 也 很 重要 , 即 要 使 加 的 一 
仿 投 影 也 是 男 , 而 另 一 个 投影 为 直线 段 。 

后 一 个 条 件 不 仅 与 曲面 本 身 的 形状 和 辅助 平面 的 售 置 有 基 ， 而 且 与 曲面 对 投影 西 的 位 置 岂 
有 关 。 所 以 , 曲面 本 身 对 措 影 面 的 位 置 应 该 选 样 得 当 。 

十 述 求 平 面 与 曲面 的 交 线 的 方法 称 为 辅助 平面 法 。 这 正 是 作 两 个 一 般 位 置 平 所 的 交 线 时 应 
用 过 的 方法 。 以 司 会 乔 唱 ， 它 只 是 作 两 个 曲 后 的 交 线 时 应 用 的 更 一 般 的 方法 (辅助 曲面 法 ) 的 特 
殊 情 况 。 | 

3， 为 了 说 明 上 上 述 方法 , 斌 研究 一 个 例子 : 作 正 面 投射 面 8(@，) 与 旋转 曲面 的 交 线 (图 319)。 

首先 着 重 指出 , 两 个 已 知 形 体 在 图 上 的 位 置 有 一 个 公共 对 称 平面 (1), 那 就 是 旋转 烛 奋 的 
主子 午 线 所 在 的 平面 。 

事实 上 ,垂直 于 平面 8(8,) 的 任 他 平面 一 般 都 避 以 说 是 平面 昌 的 对 称 平面 , 而 通过 曲面 输 
线 的 每 一 个 平面 都 是 曲面 的 对 称 平 面 。 公 共 对 称 面 应 满足 上 述 两 个 条 件 ， 而 人 2( 区 1) 显然 是 这 桂 
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的 平面 。 风 此 , 所 求 的 交 线 也 对 称 干 绊 面 3， 而 交 线 的 水 平 投影 则 对 称 于 直线 Zi。 

我 们 来 求 交 厂 上 的 各 个 点 。 首 先 标 出 特殊 点 : 最 低 点 A(41, 4 ) 和 最 高 点 B(B,, Ba )。 

因为 这 两 个 点 在 时 面 的 主子 午 线 上 所 以 标注 册 4 和 B 之 后 ， 就 可 以 在 这 子午 线 的 水 平 
投影 上 找到 4 和 也 。 

为 了 作出 一 般 点 , 引 辅 劲 水 平面 Q(@, ), 并 作出 它 与 已 知 曲面 和 截 平 面包 的 交 线 的 投影 。 这 
些 交 线 就 是 略 朵 ua(a us) 和 直线 say az)。 找 珊 所 得 灾 线 的 交点 了 CH Ms) 入 (CN,, Na), 它 
们 即 属于 所 求 的 交 线 。 ; 

在 直 纹 面 上 ,不 难 作 轨 它们 的 直 母 线 。 因 此 , 当 直 纹 面 与 平 曾 相交 而 求 交 线 上 的 点 时 ， 不 需 
使 用 辅助 截 平面。 在 这 类 问题 中 , 所 求 曲 线 上 的 点 可 作为 红 面 的 母线 与 已 知 截 平面 的 交点 求 出 。 

例如 , 设 守 用 平面 截 直 纹 抛物 向 。 摧 物 而 用 两 入 导线 (PJ，2,) 和 (41, 42) 以 及 水 平 的 平行 
导 面 IT 给 定 。 , 

取水 平 投射 面 作为 截 平 面 中 (中 由 (图 320) 。 a 

作 所 给 曲面 上 平行 丁 平面 IT 的 -一 系列 每 线 ,然后 求 由 它们 与 平面 中 (中 ,的 交点 。 

这 些 点 (1、3.3. 友 5) 属 上 所 求 的 交 线 。 在 已 知情 况 下 , 得 到 的 交 线 是 双 曲 线 ， 它 的 正面 投影 
也 总 次 曲线 。 

不 礁 盐 读 曲 映 , 使 所 得 的 交 钱 为 抛物 线 。 


: $ 2， 平面 与 曲面 的 交 线 的 作法 
1。 和 用 上 面 所 述 的 一 般 方 法 米 解 -* 些 例子 。 


. 例 1 一 次 钥 面 由 质点 (8,, Sa) 和 水 乎 配置 的 草 底 面 给 定 。 

时 垂直 才 镍 轴 80 的 有 平面 截 锥 商 , 求 作 所 得 截面 (法 截面 ) 的 投影 (图 321)。 

为 了 求 匆 面 的 站 截面 我 们 变换 其 图形 ,使 它 的 轴线 SO 在 图 形变 换 后 成 为 等 中线 。 在 木 情 
况 下 , 最 方便 的 是 用 更 换 投 影 面 法 来 实现 变换 。 2 

因此 , 我 们 引入 一 个 新 的 投影 而 开 v 使 它 垂 吉 于 IT 并 平行 于 狂 轴 ， 再 在 场 II 上 作出 然而 
的 新 投影 。 和 

生 直 十 锥 轴 的 平面 在 场 IT 表现 为 直线 Qs， 在 这 里 我 们 可 以 冰 即 标 出 两 个 转 萄 点 
4(4) 和 BCB0), 它们 位 于 欠 面 在 II 上 的 投影 外 形 母 线 上 。 

作出 这 些 母线 在 场 全 , 和 Is 上 的 投影 , 并 求 出 点 4 和 的 水 中 投影 和 正面 投影 。 

在 锥 面 的 水 平 投影 外 形 母 线 S11, 和 52 以 及 锥 面 的 正面 投影 外 形 峡 线 S,3。 和 Ss 4 上 ， 
还 可 各 得 两 个 特殊 点 (可见 性 点 )。 和 

为 了 作出 这 些 点 ， 必 须 求 出 所 述 母线 在 场 II 上 的 投影 并 在 那里 标 出 所 求 的 点 的 投影 。 积 
据 这 些 投影 就 不 难 求 出 其 余 的 投影 。 同 样 也 可 作出 所 求 交 线 上 的 中 间 点 《可 见 性 点 的 作法 在 图 
上 没有 表示 出 来 ) 。 


7 ， 321 
例 2 求 作 正面 投射 面 与 际 面 的 交 线 (图 323) 。 
平面 截 球 面 丁 网 周 。 这 个 回 周 的 正面 投影 因为 与 截 平 面 3(Z。》 的 投影 重合 ， 所 以 是 已 
的 。 剩 下 的 总 作 水 平 投影 。 这 个 投影 是 机 加 。 ' 
先 作 特 吻 点 的 投影 截面 图 形 的 最 高 点 是 点 4C41, 如 ) ,最 低 点 是 点 了 (Bi，5。)。 在 球面 的 赤 
道贺 ?人 la) 上 杯 出 了 可 殉 性 点 五 ( 它 P; ) 和 CN Ns)， 它 们 将 交 线 的 水 平 投影 分 为 可 见 和 
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不 可 见 两 部 分 。 人 在 止 面 投影 上 , 在 线段 如 Bz 的 中 间 标 出 点 2 ， 它 尼 阅 截击 的 中 心 的 正面 投影 。 
沿 连 系 线 找到 这 个 中 心 的 水 平 投影 0.。 在 连 系 线 0,02 的 方向 上 从 点 必 向 两 边 截取 回 蕉 面 的 
半径 , 它 等 于 0; 4 。 这 就 得 到 作为 图 的 投影 的 那个 精 贺 的 长 轴 , 它 的 短 轴 为 415,。 

在 图 上 还 表示 出 两 个 一 般 点 于 (az Was) 和 于 (有 1 入 的 作法 。 

在 截面 的 正面 投影 上任 取 一 点 对 二 3 和 ， 然 后 据 此 找 出 它们 的 对 应 水 平 投影 。 这 些 水 平 投 
影 是 利用 球面 上 通过 点 由 (Ms) 和 MH' (M2) 人 水 平 投影 中, 和 于 1 的 作法 在 
图 上 用 带 箭头 的 线 表示 。 

例 3 求 作 正平 面 8(81) 与 圆 环 而 的 截面 (图 323)， 已 知 母线 加 的 半径 和 母线 图 的 中 心 贺 


的 半径 之 间 的 关系 是 += 院 , 而 截 平面 9(8,) 与 圆 环 面 切 于 最 小 纬 天 上 的 一 点 。， 


变 线 的 特殊 点 是 : 1) 裤 平面 的 切 点 4(d 4:)# 2) 最 右 点 B(B1, Bs); 最 高 点 CO,, Co 和 
最 低 点 DLD De)。- ` 般 避暑 (CH Ms ) 是 借助 水 平 辅助 面 Z(32 ) 找 到 的 。 这 时 , 人 先 在 正面 投影 
上 标 出 2, 与 让 子午 线 (圆周 ) 的 投影 的 交点 ， 然 后 找 出 这 些 点 和 的 水 平 投影 。 利 用 这 些 水 平 投影 
便 可 作出 平面 互 堆 加 环 面 所 得 的 那 两 个 圆 的 水 平 投影 。 用 点 型; 表示 较 小 的 一 个 圆 与 截 平面 的 
水 平 投 影 的 光 点 。 语 着 从 对， 引出 的 连 系 线 存 2， 上 找到 江 , 。 存 本 情况 下 交 线 各 点 作法 的 其 
它 特点 在 图 上 看 得 很 清楚 。 

根据 本 例题 所 给 的 条 件 , 说 明 交 线 本 身 是 柏 努 利 双 纽 线 , 因而 与 它 全 等 的 正面 投影 也 是 析 努 
利 双 纽 线 。 ， 

在 笛 卡 儿 蔡 标 系 中 ， 双 纽 线 的 方 称 兵 有 下 面 的 形式 : 

(s+) —20 (2: y2)} 一 人 

式 中 e 为 常数 。 

将 圆 球面 放 入 空间 直角 坐 款 系 中 , 使 此 标 原 点 与 圆 环 闸 的 中 心 重合 ， 畏 3 与 圆 球 面 的 辅 重合 。 辅 和 5 的 
方向 如 图 323 所 泵 。 


a J76" 


注意 上 述 凡 线 攻 (了 竺 线 ?的 半径 和 中 心 国 的 六 和 欠 的 关系 (=) 重 可 与 出 这 个 构 寺 旋转 曲面 的 图 处 面 约 
方程 。 
子午 线 的 方程 是 : 
人 一 Rj*-Ly:=7’, 
为 了 获得 具 用 这: 子 千 线 和 以 少 为 轴 的 旋转 册 耐 的 方程 , 我 们 以 于 村 六 代 将 zt 就 得 至; 


f 
(TE Ry = {1) 
这 就 是 图 环 面 的 方程 。 
平行 于 下 oy 并 与 别 环 志 和 急于 区 水 纬 间 的 堆 乎 时 的 吉 各 希 : 
2 一 土 卫 。 : (2) 


方程 (二 和 (2) 确 定 截 平面 与 贺 环 面 的 交 线 。 
为 了 得 到 这 交 线 在 平面 >0y 上 的 投影 的 方程 , 我 们 从 这 两 个 方程 中 消去 z, 就 得 到 : 


(Ye 村 A】 + 


既 过 简单 的 变换 之 后 , 得 出 ;: 
{wr 2 oy) = 0 

2. 傅 4 ” 试 画 出 样板 车 刀 的 切 前 奶 , 该 革 刀 用 以 车 全 站 图 324 所 示 的 旋转 体 零件 。 玮 成 这 个 零件 的 旋转 面 
在 贸 上 是 这 样 画册 求 前 ;作为 滚 邮 商 的 平面 投影 的 两 个 四 已 完全 而 了 出 来 、 而 水 束 投 影 仅 面 出 半 个 及 件 ， 首 马 
司 上 了 细 线 . 

硅 刀 的 切 阴 丸 功 刀刃 的 前 面 , 阳平 六 写 (六 ), 与 该 零 体 的 卖 面 的 交 线 ， 

在 给 出 前 楼 面 ' 站 平面 互 (3) 的 正面 投影 上 时， 也 就 得 色 切 前 尺 的 正面 投影 4 及， 根据 它 就 可 以 作出 切 间 丸 
胸水 平 投影 。 图 上 表示 了 点 帮 的 扳 影 开 ; 的 作法 ， 这 个 点 的 正面 稻 影 IL; 是 在 4 也 上 托 意 选 定 的 ， 求 对 H! 的 过 
程 已 用 箭头 表示 。 切 涡 尺 其 余 的 点 的 水 平 投影 可 用 同 法 求 出 。 

此 后 求 切 齐 力 的 实 贿 。 为 此 , 在 平行 于 平面 互 (2,) 的 辅助 平 而 T 上 作 岂 它 的 投影 。 

在 本 情况 下 , 车 刀 的 后 “ 棱 商 "是 福 电 ， 柱 面 的 导线 是 急 甫 必 ， 而 所 有 的 母线 平行 于 正 立 投影 伪 于 。 注 意 到 
这 个 情况 , 就 训 以 作出 法 截面 7 一 7, 即 计 刀 的 中 面 。 

这 1 和 耐用 ssC3B, 表示 。 根 据 已 得 的 资料 识 能 作出 赛车 刀 用 的 样板 ， 

例 5 求 作 一 般 位 置 平面 与 本 图 捞 物 面 的 截面 (多 325) 。 

截 平面 由 直线 4B(4;B,, 4,B,) 和 点 间 (af， Ms) 给 出 . 并且 直线 4B 位 在 作为 抛物 面 对 称 看 的 正平 面 上 。 

如果 共 平 大 以 任意 兄 一 个 术 于 给 出 ,为 了 便于 解 超 ， 则 应 在 该 并 而 上 作出 所 巡 的 直线 宁 取 任 塌 二 点 ， 久 各 
MM, Mo 

解 笨 的 方法 将 以 空间 连同 避 知 黑 形 的 延 什 为 基础 。 我 们 取 抛物 曾 的 正平 面 对 称 面 作为 守 癌 的 不 动 的 平面 
而 被 延 必 的 空间 中 的 所 人 有 的 点 都 沿 着 洽 直 于 访 于 大 的 方向 移动 而 高 并 该 平 . 现在 来 建立 -- 个 延 仲 变换 ,使 吉 
物 面 的 底面 杭 回 变 为 阅 。 


这 个 延 介 的 转生 可 以 用 一 个 竺 于 比 的 延伸 系数 来 表示 , 区 中 的 5 是 让 硬 炙 加 的 组 半 统 ， 西 是 网 的 半 色 
(这 上 是 说 , 宅 亲 每 一 个 点 在 他 之 后 山 开 不 动 的 平面 的 下 离 可 用 头 来 的 莽 席 来 表达 :9 一 是 y)。 
可 以 证 明 , 这 个 和 休 将 娘 加 抛物 面 闪 换 为 具有 同一 加 纹 的 旋转 抛物 面 。 
因为 在 上 述 变换 之 下 , 所 有 的 点 垂直 于 正平 面 移动 ,后 以 也 们 的 正 柄 投影 哥 持 不 变 ,而 新 的 水 平 投影 可 借助 
葡 单 的 “ 钥 图 "作出 。 在 图 :328 上, * 钥 图 " 电 根 据 线 段 且 和 作出 的 .并 用 第 头 愉 示 怎 样 将 织 段 变 挤 为 线段 8， 
站 了 7 ” 


堆 件 的 断面 是 
《旋转 曲面 的 
主子 车 线 ) 


图 324 ”图 ”825 


现 企 将 纷 出 的 城 平 面 进行 延伸 。 中 然 . 这 只 要 找 图 一 个 点 于 (于 ， 双 村 的 新 位 置 就 行 ， 因 为 4B(diB， dB 位 在 
不 泌 的 平面 上 。 为 此 ,从 点 焉 引水 平 线 如 ,5 将 点 对 移 到 位 置 ,于 ;并 找 央 好 和 如 图 所 示 。 这 上 时， 点 志 的 正 
而 投影 仍然 不 变 ， 划 二 Hs。 变 换 后 的 平面 现在 由 直线 AB 和 点 于 (1 31 人 确定 。 

这 样 ,使 将 给 出 的 问题 变 为 个 更 简单 的 问题 ， 贡 旋转 挑 物 天 与 新 平面 相交 的 问题 。 随 后 就 可 以 用 一 般 的 
方法 进行 解 题 : 先 将 图 形变 换 , 使 截 平 面 起 为 投射 面 , 然后 找 放 交 综 的 投影 。 

为 此 , 在 图 上 作出 截 平 面 的 水 平 线 型 :6 (MB, 得;B,), 片 3| 信 重 直 于 该 水 平 线 的 新 投影 面条,。 在 新 投影 面 
上 作出 截 平 新 的 投影 {站 线 ) 和 旋转 抄 物 区 的 投影 (抛物线 )。 有 随后 利用 在 水 平面 II 和 新 平面 I, 上 的 质 影 找 出 
突 线 上 的 点 。 代 这 会 使 水 平 投影 横 糊 不 消 , 因此 在 多 的 石 下 角 远 作出 -个 辐 二 的 水 中 投影 。 . 

在 这 个 水 平 投影 上 作出 点 ;DB 本 ,Gi 人 Ki 之后, 它们 到 小 动 的 素面 的 吗 离 按 比 例 综 拓 了， 该 比 
筒 二 当初 形体 延伸 时 夺 用 的 比 便 相同 这 已 借助 已 有 的 钥 向 作出 。 a a 

结果 得 到 父 线 在 平面 Hi 的 水 平 投影 。 利 用 从 水 事 斤 影 各 点 引起 的 连 系 线 间 把 这 些 虑 我 高 〈 这 些 点 到 自 


平 而 开 , 目的 投影 ), 交 线 的 正面 投影 就 作出 来 了 。 


§3. 图 锥 窜 线 
1， 二 次 锥 面 与 平 蜀 相交 而 得 移 线 称 为 简 锥 截 线 。 


这 些 线 有 :视图 抛物 线 、 双 曲 线 , 图, 二 重 直线 , 两 相交 直线 , 最 后 是 点 。 
"i178 + 


现在 来 研究 获得 每 种 截 线 的 条 件 。 为 此 选择 二 次 锥 面 的 特殊 形式 ， 即 普通 的 旋转 锥 桓 来 研 
究 。 为 了 使 作 图 简单 , 我 们 先 研究 圆锥 面 与 投射 面 的 相交 (图 326) 。 


和 疼 326 


2， 如 果 平 面 王 (,) 与 加 锥 面 的 所 有 母线 由 交 , 则 交 线 在 一 般 情 况 下 为 稍 圆 。 

因为 这 时 小 平面 (Ss ) 不 平行 十 回 锥 面 的 任何 - :条 母线 ,所 以 它 与 每 一 条 母线 都 相交 下 有 
限 点 而 没有 一 -个 无 寅 远 点 。 可 见 , 稻 辣 足 一 条 没有 无 穷 远 点 的 用 线 。 在 特殊 情况 下 , 截 线 可 能 不 
总 燃 圆 而 是 圆 ,或 者 甚 玖 是 一 点 。 i 

3 如果 截 平面 日 (9,) 平 行 卫 癌 锥 面 的 一 条 直线 , 则 项 线 为 抛物 线 。 

除了 与 截 平 而 8 (8@; ) 平 行 的 一 条 母线 之 外 , 截 吾 面 与 所 有 其 余 导 线 都 相交 。 因 此 , 除了 稚 
平 曾 上 的 有 限 点 外 , 握 物 线 还 有 一 个 无 穷 远 点 。 

这 里 也 有 等 侏 情况 , 可 能 得 到 的 莽 直 线 而 不 是 抛物 线 , 当 截 平 而 变 成 圆 镍 而 的 切面 村 就 是 这 
料 。 这 种 平面 可 以 认为 是 极限 的 * 截 "平面 。 此 外 , 它 “ 平 行 "于 回 论 面 的 ~ 条 凡 线 ,因为 站 而 通过 
一 直线 完全 可 以 看 作 足 平行 的 特殊 情 癌 。 但 足 ， 在 这 时 这 条 直线 彤 式 的 截 线 图 形 应 当 看 作 足 … 
条 - - 重 赤 线 ( 这 可 以 这 样 解释 : 在 解 折 上 侈 定 拢 物 线 前 一 次 方 各 在 这 种 情况 上 分 解 为 两 个 方程 ， 
每 一 个 旋 秘 祖 定 -条 二 线 )。 

4， 如 果 获 平面 (oz) 平 行 二 网 狼 而 的 两 条 母线 , 则 得 到 双 曲 线 。 显 然 , 根据 讨论 椭 司 和 抛 
物 线 的 间 样 理由 , 可 以 断定 双 曲 线 有 两 个 无 穷 远 点 。 这 样 -~ 来, 由 截 平面 截 章 圆锥 面 而 得 的 上 六 
三 种 曲线 可 以 用 无 穷 放 虑 的 数 英 来 区 分 ， 椭 疝 役 有 无 穷 远 点 ， 括 物 线 有 一 个 龙 穷 过 点 ; 而 双 曲 
线 有 了 两 个 花 穷 远 点 。 与 上 上述 3 类 似 , 如 果 截 平面 通过 是 条 尽 线 , 则 可 以 认为 它 是 “下 行 ?于 这 两 条 
评 线 的 ， 这 付 截 线 图 形 就 是 这 两 条 基线 本 身 。 于 足 我 们 得 到 了 所 谓 分 解 或 送 化 为 两 代 灾 直线 的 
疯 曲 线 。 - 

5， 还 应 成 注意 当 截 平面 平行 于 饮 纳 这 一 特殊 情况 ! 参 看 图 326 右边) 。 在 这 种 情况 下 , 截 平 
面 平行 于 两 条 母线 , 这 两 条 及 线 的 投影 与 维 负重 合 。 央 此 , 平行 于 猴 轴 的 平 血 己 圆锥 曾 相交 于 双 
曲线 。 


各 种 阅 锥 鹤 线 的 特征 还 可 以 用 另 一 种 形式 表达 。 

专 阅 表示 航 所 多 的 - 半 , 以 a 表示 戴 平 面 对 锥 轴 的 倾角 { 参 着 图 326) 。 王 是 , 如果 1)a>> 中 ， 
则 截 线 为 林山 ，2)wx 一 中 如 埠 线 为 抛物 线 , 和 3)a<< 四 , 则 栽 线 为 汉 和 由 线 。 

6 我 们 变 证 明 许 转 雏 南 与 平 而 相交 成 gc> 时 , 哉 线 为 贿 癌 (图 327)。 平 河 战 齐 秆 于 不 如 的 截 线 疼 形 的 正 
面 投 月 形 现 为 绕 民 户 信 。 我 们 在 平行 于 平面 9(B,) 的 任意 “个 投影 而 可, 上 作 埠 绕 的 投影 ， 

企 锥 面 嵌 相 两 个 内 甫 球 夺 同志 与 裁 蜡 牛 吉 。 球 断 与 锻 徊 柯 训 于 汕 岗 ， 其 正面 技 影 表 剖 为 查 线 投机 5 和 
吕 D。 

被 出 球 尖 与 正面 对 (人 @j) 的 基点 上 (BF 记 ) 和 FP' CF, F')。 存 戴 线 图 形 直 区 任 一 点 时 (村 于 ,通过 该 点 引 母 
线 了 RCTBa), 又 通过 诸 点 引 直 线 世 点 了 (Fs PD) 和 FF' (NPs 相连 楼 。 

大 家 知道 ,这 点 对 碌 面 所 引 的 切线 , 其 长 度 棚 竺 。 

撕 此 , 可 以 看 出 , 彰 片 二 其 ,8 一 肝 明 和 及 二 首相 一 科 人 人 (这 时 则 屁 和民 T 是 空间 线段 )。 

由 此 求 得 , 懂 了 P+ 姥 所 二 时 有 十 慎 P= 二 RFP= As05, 因为 空间 线 展 RT 的 长 度 与 40。 相间 。 由 此 得 出 ， 埠 线 上 
任 容 -点 到 两 个 奥 定 点 珀 和 次 的 了 距 寅 之 和 为 常数 。 

困 此 , 这 上 曲 蕉 化 实 污 二 是 一 个 生 贺 下。 


4， 贺 锥 截 线 的 投影 


试 研 究 在 复合 网 上 作 圆 匆 截 线 的 一 些 例 子 。 

例 1 设 团 稚 面 SS Ss) 与 正面 投射 而 中 (@: ) 交 于 反攻 (图 328》。 试 求 截 线 图 形 在 II 和 
Ji: 上 的 投影 及 其 实 形 。 

为 了 作 堆 线 图 其 的 焉 耐 投影 , 只 要 在 1 上 标 出 点 如 和 8,, 线段  B 就 是 这 个 图 形 的 下 
面 技 影 。 然 后 就 可 以 作出 其 水 平 投影 的 括 意 多 个 点 。 为 此 , 作出 这 截 线 的 正面 投影 之 后 , 必须 在 
正面 投影 上 栋 出 哉 线 图 形 的 一 信任 疮 点 , 并 过 该 点 引 锥 面 上 的 一 条 人 税 单 的 辅助 线 ( 圆 维 面 的 抒 线 


全 ”各 用 上 述 方法 证 盟 所 有 这 三 种 情况 是 由 比利时 数 兴 家 站 于 连 捉 出 的 (1828) 。 
”了 0。 


或 哗 面 上 的 国 )。 然 后 作 辅 助 线 的 水 平 投影 . 再 沿 所 选 的 点 的 铅 直 连 系 线 在 该 辅助 线 上 找 出 该 点 
的 所 求 水 平 投影 。 

由 于 给 出 的 锥 面 (8S,，8。) 和 平 曾 中 (中 ，) 具有 一 个 公共 对 称 面 ， 即 通过 多 销 的 下 平面 
三 (>,)、 所 以 哉 线 图 形 本 身 及 其 水 平 投影 也 对 称 于 这 个 平面 ， 而 水 平 投影 还 对 称 于 轴 。 所 以 
上 而 投影 的 一 个 (一 重 ) 点 对 应 于 水 平 投 影 的 两 个 不 同 的 点 。 

辟 如 , 知 果 在 正面 投影 上 标 出 点 D(Ds), 就 可 以 通过 恋 点 引 母 线 (4, 12) 或 轩 #(hi, ko)。 在 
水 平 抽 影 和 大 上 找到 对 应 的 点 Di。 同 样 也 投 到 点 上 (B18,)。 不 难看 所 ， 线 段 4s Bs 一 45 
是 截 线 本 加 的 长 锁 , 而 线段 DE, 一 DE 是 它 的 短 轴 。 点 Ds 是 线 眉 42 Bs 的 中 点 。 

因为 存 … 般 情况 下 椭圆 正 投射 仍 为 依 圆 . 所 以 截 线 图 形 的 水 平 投影 也 是 酉 阅 , 其 长 轴 是 线段 
4181, 而 短 轴 是 线段 D15,。 

这 样 , 我 们 就 确定 了 截 线 土 所 有 的 特殊 点 。 用 这 种 方 靶 还 可 以 确定 一 般 点 。 

截 线 酉 圆 的 实 形 可 以 很 容易 在 平行 于 截 平面 中 的 新 投影 而 了 ,上 作出 。 

例 2 试 研究 作 圆锥 截 线 的 更 一 般 的 情况 。 即 截 下 面 中 是 一 盘 位 置 平面 , 并且 直 对 平面 由 
的 坡 线 r(rl，m ) 给 定 (图 329)。 难 线 图 形 在 II 和 开 。 上 的 投影 是 利用 所 给 元 素 在 平面 人 上 
的 辅助 投影 作出 的 。 这 时 ， 远 择 平 面 II, 骂 直 于 截 平 面 中 。 在 这 种 倩 况 下 ， 中 是 TT 的 授 射 面 ， 
在 II, 上 表现 为 直线 中 。。 

在 投影 而 体系 (TL, TI,) 中 ,本题 的 解法 与 上 是 相间。 

这 里 比 上 是 增多 的 是 : 利用 正面 投影 的 外 形 母线 确定 了 截 线 图 形 在 正面 投影 上 的 可 见 性 
点 一 -RP(Fs) 和 GCGs)。 


图 330 
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例 3 双 曲 线 , 作 为 锥 面 与 平行 于 其 轴线 徇 平 面 的 交 线 ,在 技术 造型 中 常常 购 到 。 移 如 ， 带 
国 钼 倒 角 的 六 角 螺 他 、 人 向 角 的 一 条 边界 线 为 网， 而 另 一 条 边界 线 由 六 段 相 同 的 双 则 线 组 成 
(图 330)。 

在 图 331 上 表示 出 具有 铅 直 轴 的 锥 面 SCS1，5;) 与 正平 面 (0) 相交 所 得 双 曲 线 的 正面 投 
影 的 作法 。 

因为 平面 (62;) 是 水 平 投射 曾 , 所 以 双 曲 线 的 水 平 投影 为 与 日 , 重合 的 直线 。 

在 锥 面 底 贺 的 水 平 投影 上 标 出 点 4, 各 B, ,就 可 在 这 个 阅 的 正面 投影 上 我 到 投影 4。 各,。 

同样 ,将 每 一 个 点 型 (好 ,与 锥 面 上 的 圆 连 系 起 来 , 就 不 难 找到 它 的 正面 投影 型:。 

至 于 芋 汉 曲线 形状 的 圆 座 便 角 边界 线 的 作法 ， 可 按 下 列 步 又 进行 。 给 出 六 棱柱 的 投影 并 作 
出 其 底面 的 内 切 圆 , 与 底面 各 边 团 于 点 3 5.7……: (参看 图 330) 。 

对 标 出 了 的 点 2 我 们 求 出 其 正面 投影 ts 并 过 fs 引 一 条 与 水 平方 向 成 30" 角 的 直线 , 丁 是 
得 到 点 2a。 根 据 2: 确定 41、6。 和 8。 

通过 每 组 三 个 点 一 2.3、 如 4 各 63 6,7、6 种 引 一 冯 曲 线 ,在 工程 图 上 , 每 条 双 曲 线 都 用 由 
三 个 点 确 定 的 圆 死 来 代替 。 


8 5 直线 与 曲面 相交 
1。， 在 圆 法 几何 中, 关于 求 直 线 与 任何 其 面 的 交点 的 问题 在 一 般 情况 下 是 这 样 佣 的: ID) 过 直 
线 引 辅助 平面 ; 2) 求 辅助 平面 与 已 知 曲 面 的 交 线 ; 3) 求 所 得 的 交 线 与 已 知 直线 的 交点 。 
过 一 直线 可 以 作 任意 数量 的 不 同 的 平面 , 但 为 了 解 题 简单 , 选择 辅助 平面 时 ， 要 使 它 与 已 外 
曲面 的 交 线 作 起 来 尽量 简单 。 


设 痛 求 找 出 直线 ea, me) 与 旋转 曲面 的 交点 (图 332)。 
"782 。 


在 这 博 况 下 ， 最 方便 的 是 过 上 直线 efq，e?) 了 :个 任意 和 投射 面 。 没 所 ?的 是 水 平 投射 河 
8 (81), 在 图 上 标记 为 @;=ol。 现 在 来 求 平面 @ 与 曲面 的 交 线 。 为 此 , 引 和 -~ 系列 的 辅助 水 平 
面 中 (中 小 了 (3 .QQ(G…… 等 每。 平面 中 (中 >) 与 曲面 交 于 圆 ! 5 19)， 而 与 平面 令 交 于 平面 
但 上 的 水 平 线 让 各， 和)， 并 且 和 二 91， 而 各 三 时。。 在 这 些 线 的 水 平 投影 相交 处 使 找 到 点 4 和 
5,, 然后 作 员 对 应 的 正面 投影 4s 和 如。 

这 样 , 我 们 得 到 了 属于 所 求 灾 线 的 点 4(4, 4;) 和 B(B,，B;} 的 投影 。 同 样 地 作出 其 余 的 点 。 
将 这 些 点 的 正面 投影 用 光滑 的 曲线 连 起 来 , 就 得 到 交 线 的 止 面 投影 。 

解 题 的 第 三 步 (也 古 最 后 “ 步 ) 是 标 则 所 求 的 点 卫 ( 世 ;, 到 9 和 了 (75 了 s) 的 投影 。 

应 该 指出 , 不 一 定 要 选择 投射 面 作为 辅助 平面。 

设 某 一 柱 面 由 导线 gCq，4:) 及 两 条 母线 mCm4，mm2) 和 %(#,，R2) 给 定 ， 并 给 出 一 任意 直线 
PQ《P18: Ps:) (图 333)。 求 它们 的 交点 (在 本 情况 下 只 有 一 点 ) 。 如 果 开 始 解 题 村 ， 过 直线 PQ 
引 投 射 面 作为 辅助 平面 , 则 显然 要 找 出 平面 与 曲面 的 曲线 形状 的 安 线 。 无 疑 , 用 这 样 的 方法 能 得 
到 解 , 但 不 作出 所 述 的 交 线 也 能 解 题 , 而 且 更 简单 更 准确 。 

过 直线 P@ 引 [一 平行 于 柱 而 母线 的 平面 , 并 作 这 平面 的 水 平 迹 线 。 为 此 ， 从 点 P(PI, Ps) 和 
&(@u es)5[ 平 行 于 曲 而 母线 的 直线 ， 并 找 负 它们 的 水 平 迹 点 已 (Pi，P2 和 8 (21 9 。 标 时 量 
而 的 迹 线 YC gz) 与 辅助 平面 的 迹 绕 PW (PiO1, Pi@D) 的 交点 下 (于 1, 素 们 。 通 过 这 个 点 的 母线 
就 是 曲面 与 平面 的 交 线 。 在 图 上 标 出 这 条 母线 后 , 存 它 与 已 知 直 线 相交 处 便 找 到 点 XC(X, 立 ,)。 
点 苹 ( 友 5 让 2 即 为 所 求 , 因为 它 既 属于 曲面 ， 也 属于 直线 PG。 在 图 333 上 这 种 作法 还 可 解释 为 
用 辅助 投射 法 求解 。 
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2， 试 研究 凡 全 典型 例子 的 解法 。 
例 1 求 一 般 位 置 直 线 与 任意 形状 的 锥 面 的 交点 (图 334) 。 
首先 利用 直观 加 来 前 明 这 个 问题 在 空间 的 解法 。 设 有 任意 锥 面 8 (其 导线 为 任 窟 曲线} 和 趣 
线 g。 过 直线 e 和 质点 38 引 一 平面 作为 辅助 平面 ,这 个 平面 是 过 直线 a 的 所 有 有 平面 中 的 一 个 , 与 包 
”了 ?3 “ 


面 少 苹 线 相 交 。 在 詹 戌 所 在 的 平 再 “川中 表示 ) 
上 找 出 辅助 平面 的 迹 线 。 这 个 底面 一 般 可 以 处 于 
任意 的 位 置 ， 而 在 特殊 情况 下 为 等 距 面 或 固定 的 
投影 面 ， 例 如 If。 在 澳 334 中 ， 辅 助 下 面 在 下 
面 史 上 的 迹 线 由 点 型 利 交 确定 〈 点 于是 直线 a 
的 迹 点 ， 点 六 足 辅助 平面 上 的 任意 直线 SP 的 迹 
点 )。 下 步 标 出 所 得 的 迹 线 与 锥 底 轮 廊 线 的 交 
点 各， 并 过 这 两 个 点 引 欠 面 的 两 条 母线 ， 畏 
哑 玉 面 好 沿 这 两 条 峡 线 与 多 面相 交 。 在 这 两 条 协 
线 上 标 出 与 已 知 直 线 。 的 交 点 互 和 了 。 图 335 在 
复合 图 上 作出 本 题 的 解 。 

例 2 设 已 知 一 规 加 多, 共 顶 点 的 下 而 投影 不 在 赎 纸 范围 之 内 。 求 作 直线 9 与 现 猴 的 交 虑 。 

引 两 全 与 图 镁 祖 切 的 正面 投射 面 2(32) 和 @(@:) (图 336)。 

标 轴 已 知 直线 a(a1, qz) 与 平 闸 号 和 全 的 交点 工 [ 工 .. 5e) 和 下 (ou 7)。 引 直线 SL 和 Si， 这 两 条 直线 将 
看 作 是 过 条 项 的 直线 8L 和 ST 的 水 平 投影 。 

因为 直线 SL 和 8Y 在 平面 号 和 如上 ， 所 以 它们 的 水 平 述 点 应 当 在 这 两 个 平面 的 水 平 带 线 四 (mi。， ma) 和 
nn, m4) 上。 注意 到 这 点, 我 们 便 标 出 在 风 钠 底 平 耐 上 的 迹 点 型 Ca Ms 和 是 (Ni，Na。 用 直线 连接 迹 点 对 
和 入， 得 到 辅助 平面 的 水 平 迹 线 由 NCELNI,，YsNs)， 这 个 辅助 平面 是 通过 直线 eei, al) 和 在 图 纸 之 外 的 锥 天 


SS 的 。 在 坊 绊 面 的 述 线 与 锥 底 ( 迹 线 ) 相 交 处 标 出 点 4(41, 4 和 B(B, B,)， 并 通过 这 两 个 点 作出 两 条 圆锥 
拉线 , 在 这 两 条 妇 线 上 即 找到 所 求 的 点 王 ( 瑟 0 王 和 (Yi a。 


图 336 


例 3 求 直线 " 与 球面 的 交点 (图 337) 。 


与 球面 相交 的 直线 g(a ass) 对 投影 面 II .II 处 于 一 般 位 置 . 通过 它 作 .一 辅助 投射 面 。 设 这 
8 了 


个 辅助 投射 面 为 水 平 插 射 面 QQ) 。 

引入 平行 于 绊 面 鱼 的 新 投影 面 Tsii 8,), 并 在 这 个 平面 上 作出 直线 的 投影 ae 以 及 已 知 
球面 与 平面 全 相交 而 得 的 圆 的 投影 。 

在 投影 面 IL 上 找 出 所 求 的 点 的 投影 了; 和 访 。 随 后 求 出 投影 ( 卫 ,, 五) 和 (了 i 和 了 ,)， 如 图 


复 习 芭 


1。 求 平面 与 曲 闸 的 交 线 于 的 点 的 -- 般 方法 是 处 样 的 ? 

2， 在 平面 与 由 而 的 交 线 上 , 哪些 点 称 为 特 妹 点 7 又 娜 些 点 称 为 一 般 点 

3 怎样 在 任意 形状 的 然而 与 平面 相交 而 得 的 曲线 上 找 出 最 泡 点 和 其 低 点 ? 

4， 在 什么 条 件 下 可 在 加 锥 截 线 中 得 到 梢 网 , 扫 物 线 和 双 上 申 线 ? 

5 怎样 根据 无 穷 远 点 的 数量 来 区 分 靖 圆 、 拍 物 线 和 双 曲 线 ? 

6 试 证 明 当 旋转 多 面 与 平行 于 招 面 上 的 两 条 熏 线 的 壮 而 相安 时 得 到 的 是 双 则 线 ? 
7。 录 直线 与 岗 面 的 交点 的 一 般 方法 是 怎 伴 的 ? 

8。 为 了 水 直线 已 台面 { 柱 面 ) 的 交点 , 必须 包含 直线 作 怎 样 的 辅助 平面 ? 


练 习 题 


1、 求 三 楼 锥 S4BC 与 由 点 时 (开导 和 直线 有 (hb, jz) 确 定 的 事 面 的 戴 面 的 投影 (图 338)， 并 求 珊 备 的 实 


撒 。 


图 338 网 339 


2， 求 一 般 位 置 平 面包 起 关 昌 与 六 册 桩 丙 的 截面 的 技 影 { 岗 339) 。 
3 求 正面 必 射 面 之 (之 z) 与 正 螺 旋 闸 的 直 交 线 的 水 平 投影 ( 崇 旋 而 是 右 旋 的 )。 
4， 求 图 上 扬 藉 的 带 孔 旋 续 锥 出 的 水 平 投影 和 侧面 投影 (图 340) 。 
。785 。 
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图 340 图 341 


5， 在 旋转 纵 而 上 选取 一 个 任意 点 4(41, 4a)。 求 作 一 平面 使 此 平面 与 锥 面相 截 ， 其 截 线 是 以 点 A{41, 4,) 
为 顶点 的 抛物 线 。 

6§， 求 水 平 投射 线 etta, a2} 和 一 般 位 曾 直 线 bt61, 各) 与 旋转 曲面 的 交点 (图 341) 。 

7， 求 一 般 位 置 训 线 (pn, zz) 与 谈 转 锥 面 的 交点 。 雏 而 的 轴线 是 正平 线 , 对 水 平 而 的 倾斜 角 w=45"。 


85。 


第 + 音 家 而 i 相交 


§1. 曲面 与 多 楼 面相 交 

1 多 酉 面 由 一 些 平面 组 成 。 由 此 可 知 , 曲面 与 多 酚 面 相交 的 问题 实质 上 可 归结 为 曲面 与 平 
面相 交 这 一 更 为 简单 的 问题 。 

十 分 明显 , 解 后 一 问题 所 沉重 划 的 次 数 , 等 于 多 俊和 画 与 曲面 相交 时 参与 相交 的 楼 面 数 。 

如 采取 任意 一 个 粹 面 所 在 的 璇 个 平面 来 代替 该 校 面 ， 则 得 到 一 条 完整 的 交 线 。 但 是 因为 本 
茄 只 症 于 曾 上 市直 线 ( 多 被 面 的 杰 边 ) 国 成 的 部 分 , 所 以 婚 避 能 得 到 一 条 完整 的 交 线 , 也 可 能 得 到 
交 线 的 一 些 个 曙 部 分 (一 部 分 或 几 部 分 ), 称 为 曲面 忆 多 楼 看 交 线 的 段 。 

不 礁 独 出 ， 段 的 端点 是 多 校 面 和 的 校 边 与 井 面 的 交点 。 这 些 扎 局 于 所 研究 曲面 的 交 线 上 罩 英 
的 特殊 点 。 这 些 点 的 求法 与 解 直线 与 山 面相 交 问 题 有 关 。 在 许多 曲面 上 ， 这 些 特殊 点 可 以 比较 
简单 地 求 出 , 而 在 某 些 曲面 上 , 它们 只 能 借助 于 非 区 曲线 求 出 ， 且 这 曲线 就 是 曲面 往 包含 已 知 让 
线 的 平面 的 痰 线 。 

在 这 种 复杂 情况 下 , 这 些 点 遂 常 不 必 专 门 作出 , 这 时 它 信 是 作为 相 部 两 楼 钴 上 的 段 的 交点 丙 
作出 的 , 但 淮 确 性 差 一 些 。 

因此 , 曲面 与 多 楼 面 的 交 线 的 作 图 问题 , 在 一 般 情况 下 ， 归 结 为 下 列 两 个 疝 题 ， 央 面 与 平面 
相交 和 曲面 与 直线 相交 。 

2 我 们 来 研究 几 个 例子 。 

例 1 在 投影 面体 系 (IL, Ia) 中 给 出 球面 O《Ou 2 和 三 棱柱 了 777Cn PT II1,, 77 
了 I72), 求 作 它 们 的 交 线 (图 342) 。 

显然 , 在 这 种 情况 下 , 交 线 将 由 一 些 加 或 网 张 组 成 ， 这 些 贺 或 略 又 是 球面 被 楼 柱 的 每 一 个 核 
面 所 截 得 的 交 线 。 

以 面 7 7 和 天 17 在 体系 TIIz 里 处 于 特 弥 位 置 ， 因 此 可 以 非常 简单 地 作出 它们 与 蒜 
面 的 安 线 ( 圆 ) 的 投影 我 们 不 再 这 论 。 

现在 来 说 明 楼 面 了 开 举 得 的 那个 贺 的 投影 的 作法 。 为 了 使 作 图 更 加 维 确 和 清 禁 , 引入 新 的 
投影 面 IL, 使 它 垂 直 于 平面 I[s 和 棱柱 的 侧 校 边 。 

这 时 在 平面 体系 Iis、 II 中， 棱柱 的 便 棱 边 和 扶 面 在 IL 上 投射 为 直线 和 平面 。 这 就 有 可 能 
立即 在 平面 I 上 求 出 球 而 与 补 面 或 扩展 后 的 炉 面 相交 而 得 到 的 贺 的 直 答 。 

在 作 屡 面 了 7I 的 交 线 的 投影 时 , 先 作 团 心 的 投影 。 

具 点 如 问 77 作答 线 , 井 标 出 圆心 的 一 个 投影 点 Fe。 因 为 OP, 是 连接 球 心 和 网 心 的 线段 
OV 的 实 长 , 所 以 该 线段 在 半 而 Ha 上 的 投影 OzV 应 平行 于 困 $a。 
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图 342 


注意 到 这 些 就 可 作品 > 然后 再 件 出 VY,。 此 后 就 可 以 作出 表示 轩 载 线 投影 的 衫 圆 的 轴线 。 

在 于 面 II: 上 , 线段 PQ; 和 CD; 是 椭 罗 的 轴线 ， 这 些 线 段 的 位 置 和 长 度 不 难 根据 图 来 确定 
(P82 二 CD1)。 在 平面 1, 小 先 找 出 以 所 为 中 心 的 三 阅 的 轴线 方向 。 长 轴 的 方向 即 棱 面 7 瑟 
上 上 水平线 关 的 投影 罗 的 方向 ， 它 的 长 度 也 等 于 C4Ds。 短 铀 的 方向 (与 长 志方 向 垂直 ) 及 其 长 度 ， 
可 将 位 于 加 所 在 平面 的 起 线 上 那 一 条 直径 投射 而 求 得 。 


直线 FE: 就 是 所 求 坡 线 的 水 平 投影 。 

现在 求 坡 线 线 段 FE 的 实 长 。 为 此 , i 入 平行 于 V 工 的 新 投影 而 ls。 线 段 VsLs 就 是 VL 的 
实 长 。 沿 该 线段 的 方向 从 点 Vs 向 两 迪 截 取 被 投射 的 圆 的 半径 , 等 于 线段 04Ds 的 - - 半 , 再 根据 所 
得 的 点 CVs 和 了 &, 作出 确定 短 畏 的 瑞 个 端点 V} 和 Ri。 

我 们 来 作 特 殊 点 和 中 间 点 。 . 

先 标 出 对 平面 II。 的 可 见 性 点 的 投影 ,三 G4, 然后 找 出 对 应 的 投影 me、 Ga 入 ,G1。 

为 了 找 出 在 出 楼 边 Zr 上 的 点 ， 过 这 条 棱 边 作 辅助 平面 卫 。 这 个 平面 与 球面 交 于 一 个 图， 
这 个 圆 投射 到 平面 I[; 上 不 变形 ， 同 时 这 个 加 与 楼 边 的 投影 交 于 两 个 点 由 和 囊 。 点 4Ct 4:) 
和 BCB,, Ba} 就 是 起 边 了 的 交点 。 

求 一 般 点 性 和 驴 所 用 的 为 法 与 求 点 4 和 吾 相 网, 闪 匙 采用 任意 的 辅助 等 距 南 @ 而 已 。 

这 样 作出 任意 多 个 一 般 点 ， 然 后 用 光 光 的 曲线 将 它们 的 同名 投影 和 特殊 点 的 相应 投影 连 成 
杭 圆 。 


4 88 ， 


例 2 求 作 旋 转 锥 面 与 二 棱柱 的 交 线 (图 343) 。 

先 求 楼 梓 的 侧 棱 边 BY (BUYi，BaNa) 与 锥 面 的 交点 。 为 此 ， 和 包含 这 条 楼 这 作 一 个 通过 稚 任 
SCS,，S,) 的 辅助 炒面。 这 个 平面 在 图 上 可 以 夏 作 是 由 补 边 BN 和 15 BN 平行 且 通 过 詹 项 的 直 
线 SRCS1R,, SR,) 给 定 的 。 

引入 与 HI; 和 棱柱 的 侧 棱 边 垂直 的 新 投影 面 IL。 在 这 个 平面 上 作出 屡 柱 的 投影 和 和 锥 顶 六 约 
投影 , 即 三 角形 4.B4C， 和 点 Si。 上 

因为 辅助 平面 (8N /SB) 答 直 于 IL4, 所 以 它 的 迹 线 在 该 平 押 上 的 技 影 道 过 点 必 ; 和 Bi 

用 mzm, maz) 表 示 玫 而 IT 在 平面 T 上 的 迹 线 , 当 平面 [I 重合 后 ， 该 迹 线 的 售 置 用 ms 天 
示 。 在 ms 上 标 出 点 卫 , 再 在 和 利和 mn, 上 找 出 这 个 点 的 对 应 投影 二 和 工 :。 

辅助 平面 的 水 平 迹 线 通过 点 R(B,, 有) 和 王 (二 ，La)， 这 这 线 的 投影 就 玫 Ri 和 已 Fo。 在 
沪 迹 线 与 雏 底 的 相交 处 得 到 点 P(Pu Ps), 利用 这 个 点 可 得 出 维 面 与 辅助 平面 相交 的 那 条 母线 。 

峡 线 SP(SIP、SsPa) 与 校 边 BNIBi，B Na 相交 ， 给 出 所 求 的 楼 壕 BN 与 锋面 的 交点 。 

其它 两 条 侧 棱 边 的 交点 可 用 同一 方法 求 得 。 

每 -个 楼 曾 与 锥 面 的 交 线 上 的 一 般 点 可 利用 一 些 辅助 平面 作出 ， 每 … 个 辅助 平面 通过 锥 顶 
和 校 而 上 平行 手 侧 楼 边 的 任意 一 和 直 线 。 这 样 的 直线 在 平面 [上 投射 为 一 个 点 。 这 个 点 可 也 
作为 作 图 的 一 个 始点 , 就 象 刚才 讨论 过 的 作 图 以 B, 作为 始点 一 样 。 


玖 344 


$ 2， 两 曲面 相交 
i， 在 画 法 几何 中 , 两 个 曲面 的 交 线 可 利用 辅 动 截面 法 求 得 。 


这 个 方法 的 实质 如 下 。 扎 设 已 知 两 个 任意 曲面 和 中 。 求 作 它们 的 交 线 ， 即 确定 属于 它们 
的 奖 线 的 点 (图 344) 。 


为 了 求 出 这 些 点 ,应当 用 某 个 辅助 面 @ 来 蕉 已 知 曲面 。 这 个 辅助 面 的 形状 和 相对 于 已 知 晤 
面 的 位 置 应 当 这 样 米 选择 , 使 截 线 的 形状 最 简单 (直线 , 回 )， 并 使 这 些 线 的 投影 在 复合 图 上 不 蕉 


» 189 “^ 


人 能 出 。 
,和 直击 与 和 一 个 已 和 出 面相, 而 相交 线 作 畏 纹 : 
i 一品 xx 而 
雏 一 人 xx 而 。 
.又 后 标 出 所 得 的 线 的 交点 (如 果 位 在 曲面 8 上 的 这 些 线 相 交 的 话 ); 
NM= [ix 
一 xi 营区 。 

“ 疡 得 的 起 当然 属 子 三 和 (以 及 四) 因而 它们 属于 记 求 的 两 已 知 曲面 的 交 线 。 

用 不 同 的 辅助 而 (即使 只 是 位 置 不 同 ) 重 复 这 个 作法 , 能 铝 求 出 则 线 上 许多 的 点 , 可 用 荔 线 板 
是 够 焊 确 地 通过 这 些 点 画册 曲线 。 

应 该 和 注意， 在 本 书 的 前 面 一 些 章 里 ， 在 解 各 种 相交 问题 {例如 ， 求 丰 线 与 平面 的 交 点 ， 两 
夷 而 相交 ， 平 符 与 山 面 相交 和 直线 与 5 曲面 相交 ) 时 ， 我 们 已 经 不 止 一 次 地 永 几 过 上 述 的 辅助 过 
条 法 。 

得 所 池 这 些 问 题 里 , 为 了 解 烦 都 引入 了 辅助 平面 。 因 为 平面 是 蝎 面 的 尾 殊 形式 , 所 以 可 以 认 
为 区 在 得 究 的 这 种 方法 过 去 在 最 简 划 的 特殊 情况 下 就 已 利用 过 了 。 当 财 辅 助 稚 平 面 的 作用 在 于 
使 上 述 四 个 问题 中 的 每 一 个 都 转化 成 位 在 一 个 辅助 平面 上 的 两 条 线 的 相交 问题 。 现 在 辅助 面 也 
-具有 同 娃 的 作用 : 使 两 个 曲面 的 相交 问题 转化 成 更 为 简单 的 、 位 在 一 个 辅助 面 上 的 站 条 线 的 相交 
河 概 。 

2 经 验证 明 , 普 解 晶 而 村 交 间 是 中 景 常 选用 平面 或 球 醒 作为 辅助 而 。 

因此 , 通 党 将 一 般 方法 又 分 为 两 个 方法 , 即 辅助 平面 法 和 连 助 球面 法 。 应 见 哪 一 种 方法 较 好 
村 根据 所 给 曲面 的 形状 丽 定 。 

-三 研究 这 些 方法 之 前 ， 我 们 指出 它们 的 两 个 共同 特点。 两 曲面 的 交 线 和 于 而 与 出 而 的 交 

穿 一 样 , 所 有 的 点 可 区 分 为 特殊 点 和 一 般 上 由 (或 普通 点 )@。 

作 作 线 时 应 先 定 出 其 特殊 点 。 这 些 特殊 点 几乎 总 会 使 我 们 看 出 ， 求 一 般 点 用 的 辅助 截面 的 
位 置 应 当 在 哪 一 范围 内 变化 。 

知 果 已 知 曲 面 在 原 投 影 面 体系 (Lo Is) 中 处 于 一 般 位 置 , 为 了 便于 解 古 , 最 好 把 网 形 交 换 , 使 
完 处 于 特殊 位 置 。 


53， 辅 助 平行 平面 法 
1， 当 辅助 平行 平面 截 割 每 一 个 已 知 曲 面 都 给 出 直线 或 贺 的 交 线 时 , 就 用 这 个 方法 求 求 两 曲 
面 交 线 上 的 点 。 
狗 1 求 作 轴线 交 文成 90” 角 的 两 个 圆柱 面 的 交 线 (图 345)。 
多 本 题 时 , 可 选用 #% 个 在 空间 处 于 不 同位 置 的 辅 盈 平 面 。 例 如 ， 可 选用 水 平等 距 面 , 每 一 个 
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等 距 面 与 直立 圆柱 术 交 于 -个 阅 , 而 与 水 平 圆柱 相交 盾 间 还 线 。 但 也 可 选用 正平 面 , 它 与 两 个 加 
村 都 相交 于 晤 线 ,， 设 省 未 平面 为 辅助 平面 。 二 | 

引入 半 耐 Ri， 在 这 个 平面 上 作出 水 平 圆柱 的 投影 .然后 作 4, B,C、D,、B、F 等 特殊 点 的 挡 影 。 
点 4 和 如 在 水 平 几 性 斌 前 面 的 - -条 母线 上 。 在 这 条 母线 的 水 平 投影 上 标 出 点 4 和 五 的 水 平 投影 
41 和 Bl ， 并 据 此 而 找到 正面 投影 4: 和 8 。 点 C.D 和 CD 位 在 水 平 区 柱 若 上 面 和 景 下 面 的 怀 
线 上 。 在 这 两 条 母线 的 水 平 投影 上 标 出 它们 的 水 平 投影 0,=0', 和 D,=D',， 并 根据 它们 找 出 对 
应 的 正面 投影 02、Cs' 和 Da、px。 现 在 来 求 在 直立 圆 术 最 左 和 最 右 的 母线 上 的 点 百 、 盏 和 三、F。 
为 此 , 引入 与 直立 圆 往 交 于 这 蝴 条 二 线 的 辅助 正平 面 3( 导 ,)， 并 求 出 水 平 圆柱 的 对 应 母线 。 在 平 
面 Is 上 ， 这 两 条 对 应 母线 的 投影 为 点 了 三 Fs 和 画 三 玖 。 伏 后， 求 出 这 两 条 母线 的 止 面 投影 
《在 图 上 水 才 床 出 来 ), 这 些 投影 与 直立 圆柱 的 边界 母线 的 投影 相交 ， 得 到 点 Bo、 和 到 ,这 
样 战 确定 了 点 及 下 和 怀 、 到 。 

点 4 和 0G' 同 样 可 利用 辅助 平面 8( 介 1) 确定 ,除了 特殊 点 外 , 区 上 还 表明 怎 任 作 出 四 个 一 般 
点 好 、'、 入 ,NW'。 完 爹 和 其 它 的 点 利用 三 和 合作 出 的 那样 , 它们 都 是 利用 辅助 平面 5(T,) 求 得 
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图 346 所 示 为 求 加 线 相交 的 两 个 加 柱 面 的 交 线 的 实际 例子 中 。 


多 在 工程 图 出 , 交 线 常 澡 是 按 规定 怕 法 副 由 ,并 区 为 过 渡 线 。 在 图 上 过 流 线 不 画 到 头 (大 站 图 B46) 


人 


倒 2 求 作 贺 锥 面 与 球面 的 交 线 (图 347)。 

应 该 注 党 , 这 两 个 形体 有 一 个 公共 对 称 平面 , 它 通过 团 锥 面 的 对 称 负 线 和 球 贞 的 对 称 中 心 。 
这 个 对 称 平面 用 C3) 导 评 。 

引入 平行 于 号 的 新 投影 闸 Ts, 并 在 了 上 作出 已 知 形体 的 投影 在 平面 体系 (Hi II) 中 , 这 些 
形体 对 投影 面 处 于 最 简单 的 位 置 。 先 在 这 体系 中 解 是 ， 此 后 在 平面 K。 上 作 交 线 的 投影 就 容易 
了 。 

我 们 先 作 特殊 点 。 , 

标 出 交 线 王 对 投影 而 也 , 的 最 高 点 和 最 低 点 一 一 点 4《44) 和 B(B4), 并 求 出 它们 的 投影 4; 和 
Blo 

现 华 来 求 在 球 曾 林道 天 上 的 点 C(C,，CW) 和 已 (Ci ,Co )。 因 为 这 些 点 在 球面 的 水 平 投影 
的 外 形 线 上 ， 所 以 它们 是 可 见 性 点 。 为 了 求 这些 点 , 可 通 进 球面 的 赤道 团 引 辅助 水 平面 Q(Q,)， 
注意 到 这 个 平面 与 圆锥 而 交 于 半 容 为 e 的 加 而 与 球 而 资 于 闷 道 团 ， 就 可 作出 这 两 个 略 的 水 束 投 
影 的 交点 而 得 到 点 C, 和 Cs。 然后 作出 投影 04 各 C4 可见 性 点 就 挑 到 了 。 随 后 可 以 利用 畏 协 
水 平 而 技 出 必需 数量 的 一 般 点 ， 其 中 一 个 平面 8( B84) 已 表示 在 图 |:.。 在 平面 Hi 和 HL， 土 作出 
交 线 的 投影 后 , 就 可 作出 它们 在 HE 上 的 投影 。 

再 来 求 在 圆锥 面 最 左边 的 母线 上 的 特殊 点 PCD， 妨 ?和 吾 ( 吾 、 吾 8)。 为 此 引入 通过 该 母线 的 
辅助 止 平 面 中 (中 四。 平面 中 (中 ) 与 球面 交 丁 半径 为 pt 的 圆 。 用 这 半径 作出 该 图 的 正面 投影 (在 
图 上 只 着 出 它 的 两 跋 绝 ) 钉 得 到 它 与 母 挨 的 交点 Ds 和 Es。 再 根据 它们 求 出 D! 和 加，。 

还 必须 标 岂 两 个 重要 的 特殊 点 PCT,,F) 和 G(G,，Gs)， 因 为 这 是 交 线 的 正面 捞 影 的 可 见 性 
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点 。 这 两 点 在 球面 的 主子 午 线 上 , 它们 只 能 近似 地 作出 。 首 先 标 出 它们 的 水 下 投影 和 GG， 即 
所 求 曲 线 的 水 平 投影 与 球面 证 子午 线 的 投影 的 交点 , 然后 求 出 对 应 的 焉 而 投影 Ps 和 Ca、 

如 果 锥 面 不 是 整 让 察 入 球 曾 ,出 只 是 部 分 地 穿 人 球面 , 则 还 可 以 诺 出 交 线 上 的 摧 个 具有 特征 
的 点 , 这 两 个 点 是 交 线 与 锥 面 母 线 的 切 点 , 因而 这 些 母 线 的 投影 与 交 线 的 投影 也 相 切 。 

在 图 348 上 ,这 两 个 点 用 下 ( 故 7) 和 2 表示。 它们 是 利用 半径 为 po 的 辅助 球面 作出 的 ， 
从 图 上 不 难看 清楚 其 作法 人 C。 

一 般 点 在 平面 人 [I 上 的 投影 可 根据 它们 在 平面 I, 和 I 上 的 投影 作出 。 

2， 图 349 所 示 为 利用 辅助 平行 平面 法 作 机 器 零件 上 的 蘑 些 交 线 的 例子 。 


图 349 


这 个 零件 的 主要 外 表面 由 具有 尺寸 R=80 和 $=60 的 网 环 而 $5 二 80 的 圆 析 央 和 平和 经 R 一 40 
的 球面 组 成 。 

交 线 上 象 4(4。 小) 和 B(Bs, Ba) 这 种 特殊 点 可 直接 标 出 , 不 希 专 门 作 图 。 

点 0O(Oz, 0:) 是 利用 与 圆 环 面相 切 的 辅助 正平 面 找到 的 。 这 时 ， 读 平面 和 图 环 面 的 切线 为 一 
个 加 , 圆 揭 正 面 投影 与 圆 环 面 畏 线 的 正面 投影 重合 。 

切面 与 妹 硬 〈 尽 = 和 0) 相交 于 -…- 个 圆 ， 其 半径 可 电 切 面 与 款 面 的 水 平 投影 或 侧面 投影 来 确 
特殊 点 DCD Ds) 是 圆 环 面 , 辐 柱 面 和 球面 所 有 三 个 曲面 的 交点 。 


(D 参 震 本 总 35。 
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. 为 确定 点 D, 具 机 厅 册 瑟 商 网 亚 道 划 与 国外 下 的 交 头 。 为 此 , 从 加 水量 访 中 心 CO， 942) 作 一 
个 半径 为 R' 的 辅助 球面 ,在 这 球面 上 找到 它 的 R=40 的 赤道 圆 , 此 外 , 还 找到 球面 8' 与 圆 环 面相 
交 于 半径 为 BR' 的 加 ( 烤 径 E'" 的 作法 在 图 上 用 箭头 表示 )。 

在 图 此 与 短 道 屿 检 交 处 得 到 点 DID Ps D;)。 交 线 4B{4dsBs) 被 点 D4D2) 分 为 两 部 分 ， 鞭 中 
4D(4:D) 部 分 为 车 环 面 与 辑 停 面 的 交 线 , 而 DB(D;B,) 部 分 是 圆 环 面 与 球面 的 交 线 。 此 后 ， 引 入 
汇 助 正平 铅 ， 妇 可 找 测 交 线 的 一 般 点 。 每 一 个 辅 苏 平面 与 给 出 的 黄 而 相交 于 简单 的 线 ( 回 , 直 
线 )， 在 这 些 线 的 相交 处 就 找到 所 求 的 一般 点 。 

零件 内 表面 的 父 线 8 可 用 类 似 交 线 48 的 方法 作出 。 


8 4， 读 动 平面 法 

1， 转 动 平面 法 上 用 来 求 仁 意 形状 的 福 面 和 锥 面 (包括 旋转 柱 面 和 旋转 锥 面 ) 的 交 线 。 

这 了 两 类 曲面 的 机 灾 可 有 三 种 不 同 的 组 合 。 

例 1 求 作 任意 形状 和 任意 位 置 指 两 个 秘 面 8 和 了 工 的 交 线 (外 350)。 

远 取 一 个 通过 由 面 项 点 号 和 全 的 辅助 于 面 中 。 如 果 面 中 与 两 个 曲面 部 相交 ， 则 堆 线 显然 
就 是 锥 而 的 母线 。 这 些 母 线 是 同一 平面 上 的 直线 , 因此 在 一 般 情况 下 它 全 是 打头 的 , 交 冻 工 T、 
TIf、I 属 于 两 个 已 知 曲 而 , 因而 也 略 十 所 戒 的 交 线 。 查 平面 中 也 可 能 与 一 个 , 或 者 基 至 与 两 个 曲 
面相 切 。 这 有 时 得 到 的 就 不 是 四 个 点 而 是 两 个 点 或 一 个 点 ， 而 且 这 些 点 都 是 特殊 点 。 平 面 中 的 作 
法 如 下 , 先 在 直观 图 上 进行 , 然后 下 在 复合 投影 图 上 进行 。 用 一 个 任意 平面 全 截 曲面 , 并 作出 (或 
给 出 ) 这 些 曲 面 在 沪 平面 上 的 迹 线 。 然 后 求 出 直线 ST 在 同一 平面 品 上 的 迹 点 如 。 过 点 召 引 任 
意 直 线 # 与 已 知 曲 面 的 迹 线 相交 , 直线 1% 与 直线 ST 一 起 确定 辅助 平面 中 ,而 且 就 是 中 在 平面 介 上 
的 迹 线 。 其 次 再 标 出 迹 线 ”与 两 曲面 迹 线 的 交点 并 过 这 些 点 引 曲 面 的 直线 。 以 后 就 可 以 找 出 所 
求 的 点 ITI、1Il、1Y。 | 

因为 直线 x 可 以 在 角 z mn' 的 范围 内 从 xz' 逐渐 转移 到 二 ' ,平面 中 也 就 相应 地 绕 直 线 ST 而 
转动 , 因此 这 个 方法 可 称 为 转动 水面 法 。 


图 353 加 351 
例 2 求 作 一 - 般 位 置 的 柱 面 与 锥 而 的 交 线 。 
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在 这 种 情况 下 , 解法 的 实质 与 上 - -全 例子 类 似 。 这 可 以 从 下 面 的 过 论 中 和 出 。 

记 一 个 谁 面 的 顶点 正治 其 一 选 定 的 方向 移 向 无 穿 远 (图 351), 这 个 呈 而 就 变 为 柱 面 。 它 的 发 
线 平行 于 顶点 了 移动 的 选 定 方向 。 如 果 现 在 连接 项 点 8 和 7-， 就 得 到 平行 于 柱 面 籽 线 的 直线 
SR。 所 有 通过 直线 SR 且 与 两 已 知 明 面相 交 的 平面 中 , 都 与 已 知 则 面 沿 有 母线 相交 。 

因此 , 在 这 种 情况 下 , 所 引 的 辅助 平 曾 必 须 通 过 锥 面 的 顶点 并 平行 于 柱 面 的 母线 。 其 祭 的 作 
图 步 又 可 昨 . 上 例 所 说 的 那样 完成 。 

全 3 求 作 两 个 柱 面 的 交 线 (图 352)。 : 

这 种 情况 可 以 看 作 是 例 1 的 变形 。 这 时 应 当 假 想 给 出 的 两 个 柱 面 是 由 两 个 锥 而 当 其 顶点 当 
着 平行 于 已 天 地 面 的 母线 方向 移 到 无 穷 远 趾 灾 成 的 。 现在 ， 连接 无 穷 远 的 “顶点 "8S- 和 T。 的 可 
线 ， 其 本 身 就 是 无 穷 远 直线 , 因而 所 有 通过 读 直 线 的 辆 二 平 面 中 就 帮 相 和 平行。 同时, 这 些 平 而 也 
平行 于 3 和 父 。 的 方向 , 也 就 是 说 也 平行 于 两 柱 面 的 母线 。 如 果 在 空间 取 一 任 演 点 人 并 通过 它 
引 两 条 平行 于 母线 的 直线 ， 则 这 两 条 直线 确定 一 个 平面 , 任何 辅助 面 中 都 应 与 它 平行 。 

这 些 互相 平行 的 辅助 平面 可 以 夏 作 是 娆 着 一 条 无 穷 远 的 直线 而 转动 。 


图 352 可 853 


例 4 求 作 椭 圆锥 桓 与 旋转 雏 硬 的 交 线 , 前 者 的 顶点 SS1, 5S) 位 在 后 者 的 轴线 上 。 梯 贺 适 面 可 以 看 作 是 瞩 
它 药 顶点 他 (3 .52 和 国 心 为 C(O C3) 的 底 加 给 定 ( 轩 353) 。 

本 例 可 以 看 作 吓 一 个 求 煤气 发 生 吧 的 锥 形 知 料 漏斗 与 其 外 党 的 交 线 的 问题 。 匆 形 泼 斗 应 应 足 的 条 件 之 一 
是 它 竟 盖子 为 圆 形 移 。. . 

交 线 可 以 利用 辅助 转动 平面 作出 。 这 个 平面 通过 两 个 镀 面 的 项 点， 在 本 情况 上 应 当 递 过 旋转 办 而 的 轴线 。: 
应 广 福 意 ,整个 发 生 器 具有 一 个 正 吾 面 的 对 称 平面 ， 因 此 只 要 作出 半 合 加 形 的 解 就 够 了 。 我 们 惧 该 对 称 平 十 作 
为 投影 面 开 .。 引 入 新 投影 面 和 LIL;, 全 TL 通过 棋 加 狼 面 的 底 四 。 扳 出 I, 与 旋转 负面 轴线 的 交点 人 (TT)， 
在 放 信 后 的 投影 面 可 上 作出 半 个 底 辕 , 然后 引 辅助 转动 平面 的 议 线 了 3 等 等 。 在 位 置 了。 平面 与 帆 回 钼 而 
相 切 于 由 点 下 ( 则 。 Ms, MD 和 全 (8 3) 所 确定 的 母线 。 作 出 水 平 迹 线 了， 如 图 所 示 , 我 们 就 得 到 位 在 平面 位 
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王 的 流转 锥 面 赋 线 轴 凡 (如 Ba)。 此 后 , 求 出 点 414 4 的 投影 ， 这 是 交 线 上 的 -- 个 竺 球 点 。 
对 一 股 点 也 可 以 用 类 枚 的 方法 , 利用 辅助 平面 的 其 它 位 置 (21 Z2……) 作 出 。 

更 5 给 出 两 个 具有 灾 叉 畏 线 的 证 诽 面 汪 (SS 和 ZE 了 T 了 2) (图 3354)。 求 作 交 线 的 投影 

寻找 出 位 王 曲面 外 形 母 线 上 的 特 侏 点 。 

过 正 而 投影 的 外 形 荚 线 引 正平 面 人 l(@,)。 这 个 涉 面 与 匆 面 史 安 于 一 个 国 ， 这 个 阅 的 水 平 投 
影 是 2, 上 的 “直线 自 , 而 正面 投影 为 同样 大小 的 图。 

这 个 加 与 锥 面 S 最 右边 县 线 芍 投影 糙 交 , 得 到 汪 个 点 4(41, 4;) 和 BCLB,, Bs)。 同 祥 ， 利 用 水 
洗面 9( 昌 ) 找 出 点 C(C Co 和 D(D4 zi)。 如 果 用 辐 助 转动 平面 @ 来 截 曲 面 , 我 们 就 得 到 交 线 上 
欧 一 般 点 。 要 在 某 一 任意 位 置 引 平面 中 , 必须 先 找 出 直线 82 在 两 个 锥 面 底 平 面 上 的 迹 点 , 在 本 
各 情况 下 , 这 两 个 底面 已 分 别 用 作 投 影 面 IT 和 I;， 
直线 ST 在 这 两 个 平面 上 的 迹 点 就 是 点 RCRI, Rs) 
和 NCN', Na)。 

过 点 RCRI， Rs) 可 在 平面 I .上 引 任 意 直线 
有 ZE (RID, 有 8 也)， 并 应 把 它 作为 平面 由 的 水 平 迹 
线 。 这 时 直线 LN (ZN LNs) 就 是 平面 中 的 
& 正面 迹 线 。 然 后 投 出 平面 中 与 每 - -个 锥 面相 交 的 
其 线 , 在 这 些 从 线 的 相交 处 , 就 得 到 所 求 交 线 上 的 
忒 IIIIT IF, 


图 354 ?多 图 355 


§ 5， 辅 助 球面 法 
+ 我 们 先 讨论 在 什么 情况 下 可 选择 同心 球面 作为 辅助 面 。 
当 两 个 任意 形状 的 旋转 曲面 的 轴线 相交 时 ， 就 可 以 用 这 个 方法 来 求 它们 的 交 线 。 为 了 解 匡 
方便 , 轴线 应 平行 于 投影 面 。 sb 
在 讨论 这 个 方法 之 前 , 我 们 先 谈 两 个 旋转 曲面 相交 的 一 种 特殊 情况 。 
稻 定 质 个 旋转 曲面 具有 公共 的 轴线 , 即 它们 总 共 轴 的 。 在 这 种 情况 下 , 它们 将 祖 交 于 一 些 加 
局, 面 周 的 数 上 月 等 于 两 个 曲面 子午 线 的 交点 数 ， 
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事实 上 , 设 两 个 曲面 分 员 由 子午 线 双 (ma 和 (8o) 绕 公共 的 轴线 i(i。) 旋转 而 成 (图 ?55), 这， 
时 两 也 牛 线 的 公共 点 卫 (P2) ,8(8) 和 及 (BR:) 弛 然 形成 一 些 为 遇 个 已 知 曲 而 所 共有 的 加 册 ， 而 网 
阅 的 数目 刍 于 两 子午 线 的 交点 数 。 

pee dh .并 且 球 心 在 污 
曲面 的 轴 上 上。 在 这 样 的 条 件 下 ， 球 而 与 则 面 共 
加, 因而 它们 相交 于 一 些 贺 出 (和 图 356)。 球面 的 这 
一 种 性 质 ， 其 兴 其 中 心 位 在 旋转 曲面 的 轴 上 时 与 
曲 栅 相交 于 -…- 些 圆周 , 是 同心 球面 法 的 莫 础 。 


图 335 有 网 337 
2， 设 给 出 了 两 个 轴线 相交 的 旋转 曲 而 不 半 看 册 : 上 的 投影 ， 轴 线 的 交点 用 0O(0s) 表示 (图 
357)。 : 
以 OCO) 为 中 心 作 一 任意 球面 , 它 在 图 上 用 圆心 为 由 的 圆周 去 示 。 这 个 球面 醚 与 第 一 个 由 
面 此 轴 , 又 与 第 一 个 曲面 共 轴 , 因而 与 这 两 个 曲 疝 相交 于 一 些 圆 周 。 在 图 上 ， 这 些 圆周 表现 为 直 
线段 (图 357，6)。 在 圆 则 相交 处 得 浏 - 毕 则 时 属于 两 个 已 知 昌 而 的 点 ， 因 此 这 些 点 属于 所 求 的 
wa 这 些 点 的 投影 就 是 圆 局 的 投影 的 安 战 。 改变 畏 助 球面 的 尝 径 ， 就 中 得 到 交 线 上 任意 多 个 
在 乔 出 外 末 示 任 态 球面 的 回 周 之 前 ， 人 
卡 径 (在 图 上 就 是 回 周 的 举 径 )。 为 此 , 必须 标 出 两 曲面 外 形 母 线 的 交点 。 从 中 心 的 投影 0。 到 离 
它 最 远 的 交 拒 的 投影 (4 或 Cs) 这 段 上 距离 就 是 最 大 球 呀 阔 径 。 为 了 确 宗 最 小 奈 面 半径 ,需要 从 点 
fa (图 357, 5) 向 是 灶 而 的 外 嵌 母 线 引 卫生 著 线 。 标 出 法 线 与 外 形 线 的 交点 wa 和 Na 后 ， 就 在 所 
得 的 这 两 条 线段 中 选取 一 条 较 大 的 作为 辅助 球 曾 的 半径 。 如 果 选 取 小 的 ， 则 I 有 一 个 已 知 曲 面 不 
与 这 样 小 的 球面 相 父 。 
这 样 ， 当天 个 施 转 曲面 的 轴线 相交 ， 并且 给 出 了 这 两 个 遇 而 在 一 个 平面 上 的 投影 ， 而 这 个 平 
而 义 大平 行 十 曲面 的 轴线 上 时， 就 可 以 应 用 同心 球 而 法 来 作 交 线 的 投影 。 各 六 类 作 则 这 交 线 在 
一 个 平面 .上 的 投影 ， 则 只 要 将 交 线 上 的 每 一 个 点 踪 这 … 个 或 另 一 个 旋 线 曲 闻 .上 的 加 局 连 未 起 来 ， 
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就 不 难 作出 。 

3， 下 面 举 一 些 应 内 同心 球面 半 作 旋 续 曲面 的 交 线 的 俩 千 〈 男 358 和 359) 。 交 线 在 这 里 分 
央 为 晰 自 宣 间 曲 线 ， 由 于 珊 相交 曲面 具有 一 个 公共 对 称 平 鼎 ， 因 此 这 交 线 投射 到 对 称 平面 或 
平行 于 对 次 平面 的 平面 ) 上 成 为 次 曲线 , 在 本 情况 下 则 为 双 曲 线 个 。 


求 双 和 线 在 曲 澳 范围 内 那 朗 铭 上 的 点 的 方法 ,同样 可 以 用 来 找 出 汉 虞 线 在 曲面 范 团 外 的 其 余 所 有 的 点 。 例 
如 ,图 358 上 的 点 Bo 和 Ts。 


图 .258 Ee 二 359 


图 359 表示 轴线 相交 的 单 叶 旋转 双 曲 面 与 旋转 性 面 的 交 线 的 作法 。 双 曲面 由 辆 ii io 及 
不 同族 的 直 母 线 g(g 49:) 和 gq' (9 9 3 给 定 。 

所 引用 的 交 线 作法 的 特点 ， 就 是 交 线 上 的 每 一 个 一 般 点 都 与 双 曲面 的 外 形 钱 主 前 点 同时 作 
出 贸 。 ee 呈 . : . : 

求 一 般 点 村 CM2), 可 这 样 进行 。 在 母线 qC91,9:) 土 取 任 意 点 4(41, 4;), 然后 使 该 点 绕 轴 i 旋 
转 到 主子 午 面 32(Q&D) 上 。 这 个 点 在 新 位 置 的 投影 用 .、 A 表示 。 舌 后 以 半径 04(0,4,) 作 球面 (在 
图 上 是 作 一 个 圈 )。 这 个 球面 与 双 曲 面 于 投影 为 过 束 的 贺 ,. 而 与 柱 面 则 交 于 表现 为 线段 CD， 
的 圆 。32B, 和 .CzD, 相 交 就 得 到 属 十 所 求 交 线 上 的 点 弄 ,。 jy 

公 现在 来 研究 变心 球面 法 。 人 

- 从 这 个 方法 的 名 称 可 全: 它 象 上面 的 汶 法 样 应 州 辅助 球面, 但 球 心 是 不 同 的 。 这 个 方法 在 
出 面 析 交 中 用 得 比 较 少 。 

为 了 盖 明 这 种 方法 的 实质 ， 我 们 先 研究 一 个 用 前 面 所 述 的 任何 一 种 方法 部 不 能 解决 的 例 


中 参 者 本 这 $8。 
地 ”单独 作 旋 转 欢 机 面 外 形 钞 的 方 吉 空 在 第 七 音 54 之 3 给 出 。 
”了 


设 区 求 作出 圆锥 面 与 球面 的 交 线 〈 几 360) 。 圆 锥 面 的 轴线 与 妹 心 在 同一 正 下 而 上 上 。 负 于 仁 
意 两 个 球面 都 相交 于 一 个 圆 ， 因 此 , 如 果 我 们 取 … 个 球 心 在 锥 轴 上 的 任意 辅助 球面, 它 就 扣 己 佑 
球面 和 已 知 回 锥 硬 相 交 于 两 个 熙 。 在 这 两 个 天 的 相交 处 恒 得 到 两 已 知 曲面 光线 上 的 点 。 为 了 作 - 
其 余 的 点 , 可 以 再 作 球 心 在 锥 辐 上 上 但 位 置 不 同 的 其 它 铺 助 球面 。 这 种 解法 称 为 变心 趟 面 法 。 


图 360 图 361 


5 我 们 来 讨论 几 个 例子 。 

例 1 ” 求 作 陪 答 面 与 网 环 曾 的 交 线 (图 361). 锥 轴 i(i:) 位 在 回 末 面 中 心 贺 所 在 的 平面 上 , 因 
此 这 两 个 曲面 有 -个 公共 对 称 平面 ， 与 如 坏 面 中 心间 所 在 的 平面 重信。 我 们 先 标 出 特殊 点 42、 
Bs, Cs pas。 为 了 求 一 般 点 ,过 贺 环 面 的 轴线 1(1s) 引 辅 助 平面 8(8s)， 这 个 平面 是 正面 投射 面 ， 
与 圆 环 面 交 干 一 个 阅 , 周 心 的 投影 为 点 02。 a 

从 中 心 O(O2) 对 该 图 所 在 的 平面 作 垂 线 , 这 条 玲 线 显然 就 是 图 环 面 中 心 加 的 切线 。 慰 出 此 切 
线 与 锥 轴 的 交点 天 (Ka)， 并 歌 点 下 (天 2) 作为 球 它 , 作 一 党 球 曾 ,使 辕 心 为 0(0) 的 圆 位 在 这 个 球 
面 上 。 和 要 在 图 上 痢 出 这 样 的 球面 , 应 以 下 ,为 圆心 作 一 个 贺 ; 通过 表示 阅 O(O3) 的 那 条 线段 的 两 个 
端点 。 所 作 的 辅助 未 面 与 圆锥 面 交 于 贺 , 但 谈 球 面世 通过 辑 心 为 0(O;) 的 固 ， 因 此 它 与 阅 环 面 也 
相交 于 一 个 回 。 四 有 

所 得 的 贺 的 交点 同时 篇 于 加 锥 茵 和 圆 环 面 ,因此 是 它们 交 线 上 的 点 。 

用 同样 方法 采取 新 的 畏 助 平面 就 可 找 出 交 线 处 能 数量 的 点 。 这 时 每 次 都 要 从 不 同 的 奈 必 
作 辅 助 球 而 ， 但 是 这 些 球 心 必须 在 锥 轴 上 。 ， 

例 2 ”在 图 362 上 硬 出 了 一 段 导管 。 它 的 表 而 是 循环 晶 面 。 这 个 表面 与 顺 标 管 表面 的 交 线 
是 用 变心 球面 法 作出 的 。 
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§6.， 定 曲面 与 动 曲面 的 交 线 

用 铣 前 方法 生产 表面 形状 复杂 的 横 器 委 件 时 , 常会 遇 到 求 两 直面 {其 中 一 个 是 变动 着 的 ) 交 线 的 几何 问题 。 

我 们 来 研究 一 个 岗子 。 设 在 一 网 梓 轴 的 湖面 .用 给 定 只 十 和 斯 淹 形 凑 的 钰 尹 加 工 … 道 横 向 〈 对 疗 梓 轴 线 ， 
芍 枫 ( 醒 363) - 

设 铣 万 进入 到 辅 内 的 可 变 痊 座 由 光 斌 的 曲线 m(m., mw) 确定 。 这 条 曲线 确定 3 可 其 轴线 的 雪 迹 ， 更 准确 他 
说 足 物 定 了 图 上 寺 示 詹 万 四 线 的 那个 点 的 轨迹 。 

显然 . 所 发 的 晶 卫 交 线 的 正面 抽 影 必 与 作为 圆 往 辅 的 正面 拨 影 的 函 个 网 的 -部 分 重合 。 

求 诸 交 线 的 水 性 摧 影 , 本 进行 如 下。 

观察 … 下 锣 习 在 加 工 中 的 任 … 肯 冉 的 位 秆 ,我们 看 列 ， 铁 刀 切 前 为 的 断交 所 在 的 平 曙 中 (Di) 总 是 通过 刀具 
畏 线 和 六 其 与 形 { 光 的 已 点 。 因 此 ， 我 们 标 则 对 庶 干 读 盟 间 的 态 丸 断面 与 轴 的 老 栈 的 交点 4t42) 和 如 ( 太 )。 这 
醋 个 点 的 正面 投影 是 重合 的 , 因为 酒 个 点 本 身 部 在 轴 的 赔 柱 而 的 同一 条 母线 上 .。 
为 了 找 出 点 4 和 8B 的 水 于 投影 , 只 要 束 量 它们 之 问 的 中 离 就 驶 了 ， 为 此 必须 最 定 这 南 个 点 位 在 铣 刀 的 表面 
J 

鱼 刀 的 表面 是 阅 环 面 , 并 共 可 以 根据 这 曲面 上 的 点 4 和 吾 的 投影 4; 和 蕊 找 出 这 是 个 点 之 问 的 距离 ， 如 图 
363 所 >R。 间 样 地 . 还 可 以 作出 基 求 曲线 上 其 它 点 的 水 平 投影 。 


§ 7. .二 次 曲面 相交 “相交 的 特殊 情况 

1 二 次 网 向 烛光 起 一 个 很 有 趣味 的 几何 学 问题 . 除 此 之 外 。 它 对 于 解 一 些 技术 问题 出 具有 
重要 的 实 你 意义 。 央 丝 , 有 必要 从 一 般 的 曲面 相交 问题 中 提出 这 个 问题 来 进行 专题 研究 。 

出 十 二 次 曲面 是 代数 则 而 ,所 以 它们 的 交 绥 就 是 代 数 贡 线 , 在 一 版 情况 下 起 空间 曲线 。 

因为 交 线 的 次 等 上 两 上 站 晰 的 次 的 积 ， 记 以 这 条 交 和 人 四 人 加入 为 了 5 其 它 四 次 曲 经 反 
人 经 常 称 之 为 双 平 方 曲 线 。 

这 种 四 次 人 名 条 次 灼 遇 线 时 内 有 和 的 六 这 些 情况 可 以 用 符号 当 
成 
4 一 1 二 1--1.i-1 

。200 。 


4 2 
4=-2 二 1 一 1 
4 三 3 十 1.。 

第 - -种 情况 表示 ， 四 次 邮 线 分 解 为 四 条 直线 , 如 分 解 为 四 条 一 次 曲线 。 这 在 两 个 具有 平行 外 
线 的 二 次 柱 面 相交 的 例子 中 可 以 看 到 。 但 特别 重要 前 是 分 解 为 两 条 二 次 曲线 ， 有 妈 分 解 为 两 茶 平 
六 则 线 的 人 情况。 能够 产生 这 种 情况 的 条 什 , 可 用 下 西 所 引 的 定理 来 阅 明 。 

2， 定 理 1 如 果 两 个 三 次 昌 而 相交 于 :条 平面 曲线 , 则 它们 膛 相交 于 另 一 条 曲线 ， 这 条 
线 也 是 平 而 册 线 。 

应 该 措 出 , 在 二 次 曲面 上 的 每 一 条 平 训 曲线 都 是 二 次 碍 线 。 因 此 , 上述 定理 的 正确 性 就 可 根 : 
据 这 一 事实 直接 证 明 , 邮 由 一 条 代数 曲线 分 解 而 得 的 两 条 曲线 ， SO 
数 。 

在 已 知情 况 下 , 交 线 是 四 次 曲线 ,并且 又 知道 这 交 线 的 一 支 是 二 次 曲线 。 因 此 ， 第 二 支 也 必 
然 是 二 次 曲线 , 即 平面 曲线 。 作 为 定理 1 的 推论 ， 可 得 如 下 命题 ; 如 果 二 次 遇 上 向 与 球面 相交 于 一 
个 癌 , 则 它 与 球 曾 还 相交 十 男 一 个 贺 。 

上 述 定理 以 及 下 面 将 村 引出 的 其 它 定 更 也 包括 这 种 情况 : 在 交 线 分 和 解 的 支线 中 丰 有 一 
的 。 5 

例如 ， 研究 一 下 两 个 球面 的 相交 。 根据 - 般 虚 理 ， 它 们 总 是 相交 于 ;: :条 四 次 曲线 。 在 特殊 
情况 下 ,， 即 当 它们 实际 上 不 相交 时 ， 其 交 线 就 认为 是 虚 的 。 . 鲁 当 顺 个 球面 相交 时， 除了 一 个 实 
同 外 , 在 交 线 的 组 成 中 还 包含 一 个 虚 图 。 0 0 Lo 上 股 版 
理 及 以 后 所 有 的 定理 。 

我 们 举 睛 个 说 明定 理 1 及 其 推论 的 例子 。 

图 364 画册 具有 公共 圆 * 底 入 人 ， 妨 ) 的 一 次 圆锥 面 和 二 次 圆柱 而 。 也 就 旺 送 ， 这 上 蚌 个 曲面 
沿 着 一 条 胖 面 曲线 相交 。, 在 这 种 情况 下 , 交 线 的 第 二 支 不 难 伐 到 , 因为 内 曲面 的 公共 对 称 平 而 平 
行 于 投影 面 日 ,, 因而 所 求 的 昌 线 在 这 个 平面 上 表现 为 一 条 直线 。 
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为 了 作出 这 茶 址 线 ， 区 概括 出 两 个 点 4(4.) 和 B(B8,) 就 能 了 。 这 样 ， 交 线 的 第 一 均 喜 中 
贺 4B(4,B,) 的 : ` 部 分 , 根据 它 的 王府 投影 不 难 作出 水 平 投影 。 

图 365 表示 平壤 与 次 锥 而 相交 ， 并 基色 面 和 半球 的 *“ 底 "是 周一 个 加 5&2), 条 球 忆 寥 面相 
次 于 这 个 圆 。 交 线 的 第 二 支 也 大圆 (了 嘛 的 -- 部 分 }。 关 部 分 交 线 的 作法 在 留 上 已 表示 清楚 。 

3 定理 2《 二 重 密闭 定理 ? ”如果 两 个 二 次 曲面 有 两 个 点 柑 切 ， 则 它们 的 交 线 分 解 为 两 支 
平西 曲线 (二 次 旧 线 )， 曲 线 所 在 的 平面 通过 连接 两 切 点 的 直线 ， 

设 两 个 曲面 相 切 于 点 4 和 和 B({ 在 图 366 上 曲面 没有 直 示 出 来 )。 这 就 尽 说 , 两 曲面 任 这 两 点 处 
有 公共 的 雪 平 而 之 和 妨 。 

在 两 曲面 的 交 线 上 和 歌 一 任意 点 台 并 作 平 面 守 4B。 沿 这 个 平面 与 现 已 知 曲 面相 交 于 二 次 出 
线 {入 ,而 与 平面 和 仿 相 痰 于 直线 ,这些 直线 就 同时 与 和 想 团 。 但 曲线 上 和 4 具 有 五 个 
公共 元 素 { 三 个 点 和 阙 条 场 线 ), 所 以 彼此 重合 。 在 这 种 情况 下 得 出 ， 平 面 下 48 与 这 师 个 曲面 相 
交 于 同 -… 条 曲线 。 所 以 这 条 曲线 应 当 臣 已 知 申 面 的 交 线 。 总 之 ， 交 线 是 通过 点 切 和 B 的 -次 平 
面 曲 线 。 概 撕 定 理 1, 在 曲面 的 交 线 中 应 当 还 有 一 条 平面 曲线 , 不 难 征 明 , 它 出 递 过 点 4 和 B。 


国 366 画 367 


说 盟 这 个 定理 的 例子 多 图 367。 图 上 表示 出 柱 面 与 椭圆 柱 面 相交 , 这 两 个 曲面 相 切 于 点 
A(d', 4:) 和 BB', Bs)。 

交 线 的 两 条 平面 曲线 (一 条 双 平 方面 线 的 摧 支 在 正 立 投影 5 面 上 表现 为 直线 D,B; 和 0,F,， 
因为 这 两 条 曲线 们 在 通过 直线 4B(4,B， 4 区 z) 的 平面 扩 , 因而 也 位 在 正面 投射 面 上 。 

在 设计 一 般 建 筑 物 的 恒 项 时 ， 有 利用 这 个 几何 例 -的 。 后 368 汪 夯 图 的 十 学 形 汶 和 网 落水 
损 , 在 图 367 上 看 到 的 就 是 它们 的 坦 面 。 

我 们 来 研究 应 用 二 重 密切 定理 解 下 列 几 何 问题， -次 锯 面 由 顶点 StSu 53, 93) 和 和 王 直 十 轴线 
的 骨 圆 截 线 给 出 (图 369), 蜂 求 我 出 锥 面 的 因 截 线 。 

为 了 解 题 , 我 们 作 “个 中 心 在 锥 轴 上 并 与 锥 而 相 切 于 着 点 的 辅助 球面 ; 旭 图 中 所 东 的 中 心 为 
OW, O02) 的 球面 。 容 易 看 山 , 在 点 4(4* 4;) 和 BCB,, Bs) 处 独 而 与 球面 有 两 个 公共 的 切 平 面 。 锥 
“202 ， 


图 369 


面 与 球面 相交 有 所 得 的 那些 平面 曲线 必 遂 过 直线 4BL42B., 4;8，)。 凤 为 这 些 曲 线 让 球面.!-， 所 以 
它们 都 是 欧 : 圆 质 在 的 平面 是 投影 面 晶 : 的 投射 面 。 这 样 , 直线 Capa 和 Ka， 就 是 这 些 加 的 投影 。 
问题 解决 。 

顺便 指出 ， 构 六 锥 面 上 所 得 的 图 越 线 称 为 反 平 行 截 线 。 兰 轴 椭 球面 的 较 戴 线 赴 是 用 这 样 的 
方法 作出 的 。 

4 定理 3 ”如果 丙 个 二 次 稳 面 相 镭 下 三 个 点 , 则 它们 沿 着 一 条 平 匣 清秋 ( 二 次 的 } 相 央 ， 这 


然 曲 线 朋 在 的 平面 通过 切 点 。. : 

这 个 定理 可 以 衣 米 证 明 其 它 定 理 。 特 别 重 要 的 是 它 的 推论 : 如 果 两 个 一 次 曲 商 沿 背 一 条 丝 
相 屿 , 则 它们 的 切线 是 一 次 平面 曲线 。 过 

定理 可 以 这 样 证 明 - - 

设 有 两 个 = 次 曲面 中 和 中 在 曲面 上 的 点 PG 和 吾 处 有 公共 的 切 平面 。 遂 过 上 述 二 个 点 作 平 面 . 这 个 平 
面 与 业 烙 中, 和 中 相交 于 一 次 向 线 2 和 4, 而 与 在 点 忆 , 晶 和 万 处 的 每 一 个 切 平 面相 交 于 与 24 和 7, 相 切 的 直 

这 样 , 曲线 4 和 有 三 全 公共 点 , 并 且 存 这 三 个 点 处 有 三 条 公 切 线 ， 但 是 ， 如 果 汕 条 :次 曲线 有 五 个 公共 
元 素 , 这 两 条 册 绞 就 重合 。 

而 线 ?运力 三 坊 完全 由 二 重点 组 成 , 因此 应 当 认为 是 到 平方 曲线 。 在 这 种 情况 下 ， 曲 面 中 : 和 中 : 上 不 会 有 
任何 共 它 的 交 线 。 ee 

现在 , 我 们 在 曲线 ?上 取 任意 点 是 , 其 证 明 在 这 全 点 处 ,已 知 的 立 曲 面具 有 一 个 公共 的 切面 。 为 此 ， 应 渎 注 
意 , 在 点 里 然 , 两 由 断 有 一 条 公 切 线 , 那 就 荐 出 线 的 切线 。 丰 难 断 定 , 在 点 天 处 壕 有 另 - -条 公 搜 丝 、 因 而 述 有 - - 
个 公共 的 团 而 - 

扣 实 上 ,用 道 过 点 和 洗 的 任意 一 个 计 曾 截 制 两 个 曲面 , 就 得 到 其 条 二 议 曲 线 ， 

-又 说 米 . 这 师 条 曲线 应 相交 寺 四 个 点 。 在 本 情况 下 , 在 这 此 巾 线 上 的 点 了 处 有 有 公 切线 , 所 以 点 了 对 它们 六 
说 是 二 重 必 . 得 这 些 曲 线 上 的 点 江 也 是 二 重点 , 因为 , 如 果 它 不 是 二 重点 ,部 就 下 示 在 上 述 的 两 条 曲线 所 ,除了 点 
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丸和 形 外 , 还 有 一 个 不 履 子安 线 上 而 属于 另 :条 交 线 的 交点 太 。 可 足 卫 而 已 经 证 明 , 除 了 上 之 让， 在 出 潭 吕 , 有 有 | 
中 上 不 并 存在 其 它 的 交 线 , 可见 点 形 也 是 二 重点 ， 而 及 可以 过 该 点 对 所 得 揭 两 条 曲线 作 公 续 续 。 这 条 闻 线 位 在 
任意 选 定 的 戴 平 五 上 . 它 与 册 线 了 的 切线 一 怪 在 点 型 处 确定 -个 对 是 帮 中 : 和 由 的 公 屠 面 。 


$8， 蒙 日 定理 :二 次 曲面 的 外 形 线 
1 我们 来 研究 一 个 具有 很 大 实际 意义 的 定理 , 即 著 名 的 党 昌 定理 。 


定型 1 如果 旧 个 二 次 曲面 外 邹 或 内 即 工 第 三 全 二 次 曲 而 则 这 上 师 个 三 次 明 而 相交 于 两 天 
站 看 曲线 ,这 两 条 册 线 所 华 的 平面 道 过 连接 切线 交点 的 直线 (图 370)。 


压缩 的 旅 转 撕 蒜 面 
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党 日 定 吾 就 是 二 重 密切 定理 的 特殊 展 况 , 并 且 可 以 根据 二 重 密切 定理 米 证 明 。 事 实 上 ,假设 
这 些 切线 (都 在 第 二 个 曲面 上 而 且 都 龙 平 击 曲 线 ) 相 交 于 两 个 点 已 和 台 外 ,那么 很 明显 , 在 点 卫 的 
切 平面 将 同时 与 第 一 和 第 二 两 个 曲面 相 切 。 这 圾 未 点 己 就 是 已 知 两 曲面 的 切 点 。 同 理 ， 点 加 世 
是 已 知 商 曲面 的 切 点 。 因 此 , 两 曲面 发 生 一 重 密 切 了 现象 ， 所 以 根据 “ 重 窗 切 定 于 , 已 知 随 击 而 必 
相交 于 两 条 平面 曙 线 。 实 际 上 上， 蒙 日 定理 常用 于 两 个 相交 的 二 次 施 转 曲面 外 切 或 内 切 (图 370， 
371) 王 -- 个 公共 球面 的 情况 。 

2， 我 们 通过 几 个 例 了 来 研究 这 个 问题 。 


， 图 372 


了 D 参看 简 史 (本 书 第 272 页 )。 
各 在 切 点 户 和 @ 为 庶 点 的 情况 下 ,定理 也 是 正确 的 。 
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”图 372 卖 示 满 中 该 定理 条 体 的 两 个 相交 网 桩 的 正面 投影 。 这 样 的 两 个 图 柱 的 交 线 昌 机 可 ; 
簿 圆 的 止 而 投影 天 现 为 直线 4Bz 和 CaD?。 图 373 表示 外 切 于 球 两 的 圆锥 和 圆柱 相交 。 在 这 里 , 交 
线 也 是 两 个 栖 园 , 这 两 个 刁 加 在 正面 投影 上 表现 为 直线 省 Bs 和 CD，。 Wk 


图 3?3 图 374 

图 374 表示 沿 一 条 母线 相 切 的 凤 绊 彻 园 柱 的 相交 。 这 条 切 共 线 企 这 里 应 当 认为 是 出 二 次 曲 ， 
线 退 化 而 诚 的 一 恒 直 线 。 央 此 ， 还 要 作出 另 一 条 二 次 曲线 ， 它 与 邯 母 线 一 起 都 是 交 线 。 在 这 图 
上 , 所 求 的 曲线 表现 为 真 线段 ， 它 的 一 个 点 4; 是 已 知 的 。 为 了 找 出 线段 的 第 二 个 点 ， 我 们 这 样 
来 进行 。 

在 已 知 曲面 里 作 一 个 中 心 为 C(0:) 的 公共 内 切 球 面 。 央 为 所 求 曲线 应 通过 球面 上 的 两 个 切 
图 的 交点 ， 所 以 妆 册 出 这 些 圆 的 投影 。 这 时 看 出 ， 它 们 叭 的 交点 就 是 点 B(B。)。 所 得 的 线段 
42B: 即 所 求 曲线 ( 粮 图) 的 炒面 投影 。 


管子 之 间作 一 个 光滑 过 滤 的 接 


+ ZN + 


头 。 为 此 ， 党 作出 接头 的 光滑 的 轴线 , 例如 一 段 出 滨 , 然后 将 这 段 红 分 为 若 十 等 分 ， 并 了 到 各 分 点 为 
球 心 作 球 面 , 球面 的 半径 应 当 均 勾 地 改变 。 每 一 对 相 邻 的 球面 确定 一 个 贺 锥 , 这 些 圆 锥 相交 于 平 
泗 山 线 , 这 些 向 线 表 现 为 直线 段 。 

+. 定理 2 如果 状 企 二 次 曲 击 共有 公共 对 称 平面 ， 则 它们 的 交 线 在 这 个 平 而 上 抽身 为 二 次 
曲线 。 


设 鸯 个 相交 的 二 次 旧 曾 具有 公共 的 对 称 于 向 。 

基 面 的 问 线 {四 次 助 线 }) 在 这 种 情况 下 也 将 对 称 士 曲面 的 公共 对 黎平 面 ， 

假设 , 我 们 用 季 育 于 对 称 平面 的 任意 一 个 平面 戴 头 这 条 交 线 于 四 个 点 (在 一 般 情况 下 这 是 可 能 的 ， 办 为 它 是 
四 次 册 线 }。 胡 得 的 四 个 点 也 将 成 对 地 对 称 。 

现在 , 设 厄 把 这 条 交 线 以 及 上 述 截 鹿 这 条 交 线 的 平面 投射 到 对 称 平面 上 。 

在 投影 中 我 们 得 到 - -条 有 曲线 和 “条 直 统 , 这 条 直线 与 曲线 相交 于 两 个 点 ， 这 两 个 点 就 是 两 对 对 称 点 的 投影 。 

因为 代数 曲线 (四 次 的 ) 的 投影 也 是 代数 助 线 , 并 且 后 者 与 直线 交 于 商 个 点 , 折 以 它 是 二 次 曲 线 。 

说 加 这 个 定理 的 例子 在 前 而 已 谈 了 很 多 。 在 研究 二 次 曲 而 相交 的 各 种 情况 时 ， 我 们 都 假设 心 们 具有 公共 的 
对 称 平面 - 

在 有 关 营 日 定理 的 那些 图 (图 .372 一 375) 上 ， 员 平 方面 线 在 对 备 面 上 投 对 为 两 和 相交 的 直 它们 是 从 二 
次 灿 线 分 解 出 来 的 。 

现存 来 研究 由 旋转 锥 面 与 球面 必 交 前 和 禄 的 双 平 方 曲线 的 投影 。 

坏 两 “曲面 处 二 区 376 所 未 的 相对 位 置 , 并 将 它们 
移 到 如 图 所 专 的 垦 标 系 Oryz 中 , 生出 已 知 曲 面 的 方程 。 
假如 将 锥 面 看 作 是 指 有 于 午 线 z=- mx 的 旋转 曲面 , 就 求 
得 锐 虹 方程 ; 

?二 tv Zi 十 护 。 
球 也 方 可 是 是 : 
{z 一 和 :十 六 二 z! 二 RR 

将 这 两 个 三 程 联 立 起 来 就 确定 出 交 线 。 

试 研究 这 山 线 在 半 而 2zy 和 DOzz 上 的 投影 的 形状 。 
为 了 得 独 在 平面 O78 -的 投 赃 ， 可 从 方程 组 中 消去 坐 
都: %, 因 莉 得 到 ; 

(二 ym 一 且 2， 
(4m) (1 my ohr. - (R:—k:) 一 0。 . 图 376 

我 们 得 汉 一 个 x: 和 及 具有 同 系数 而 不 包含 条 积 zy 项 的 二 次 方程 。 大 家 知道， 这 样 的 方程 表示 一 个 加 ， 因此 ， 
观 平 方 曲线 的 一 个 投影 总 下。 为 了 得 到 在 平面 Dzz 上 的 投影 ， 我 们 消去 多, 于 是 得 到 ; 
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Zz: 二 2p7 十 全 
: 秃 这 是 一 个 霓 物 线 方 积 , 轴 荐 抛物 线 的 轴 。 在 该 方 保 中 ， a 就 得到 顶点 的 华 奈 ( 横 华 标 ): 
Ri— 
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于 
-在 香 殊 情 闹 下 , 当 铁 质 通 过 奈 心 , 好 大 = 了 口 时 ,我 们 有 : 
1 
(B+1)e R=0, 


:Bm 0 


Zz - -一 
1 5m 


Rad RR: 2 8 
A 1 一 号 


这 皮 示 抽 物 线 分 解 为 两 全 平 行 直线 。 
5、 我 位 求 赋 究 与 作 一 次 曲面 外 形 线 有 关 的 一 些 问 题 。 
定理 ”二 次 曲面 的 外 形 线 是 二 次 曲线 。 
这 个 定理 有 很 重大 的 意义 ， 因 为 在 图 上 二 

次 曲面 常常 用 它 的 外 形 线 给 出 。 


设 从 中 心 5 投 竺 晶 末 中 {图 377)。 过 仿 引 曲 丙 的 性 
前 于 条 切线 , 并 用 已 8， 电表 示 基 点 。 这 三 个 点 确定 一 
个 平 晰 , 它 与 曲面 中 相交 十 世 次 曲线 i。 现 在 设想 有 一 
个 由 顶点 和 导线 7 确定 的 二 次 猎 面 。 容易 看 出 ， 曲 面 图 377 
中 与 锥 面 (8, 四 在 占 卫 ,内 明 处 有 公共 的 切 击 。 实 际 二， 举 个 便 说 , 岗 面 在 汽 王 处 的 切面 可 以 由 直线 SP 和 ?的 
切线 确定 。 但 在 锥 面 的 点 声 处 切面 也 可 以 由 岗 拉 的 元 素 确 定 。 在 点 如 和 至 处 也 是 如 此 。 

这 样 ,已 知 的 曲面 中 与 锥 面 (3, 妨 密 切 士 过 个 点 , 所以 它们 彼此 相 切 ， 由 此 可 见 ， 包 而 (8, 2) 是 一 个 投射 锥 
而 。 因 为 投 庙 锥 天 总 二 次 锥 面 , 所 以 它 与 任何 平面 相交 时 , 在 该 平面 下 所 得 到 的 曲面 外 形 线 仍然 是 二 次 基线 。 


这 个 定理 与 其 它 有 关 二 次 明 而 的 定理 一 样 , 也 包括 二 次 由 线 分 解 时 的 情况 。 例 如 , 当 锥 三 和 
往 面 在 图 上 的 外 形 线 表现 为 直线 时 ， 则 这 些 直 线 应 当 认为 是 分 解 了 的 二 次 曲线 。 


复 习题 


1， 用 米 求 两 曲面 交 线 的 辅助 而 法 是 什么 ? 
2 辅助 而 汰 可 分 为 哪 几 种 方法 * 
3， 什 么 类 型 的 展 交 曲面 可 以 应 用 转动 平面 法 ? 
34。 闪 轴 旋 转 曲面 的 相交 定理 涧 明了 什么 ， 
5， 布 怎 撞 情况 怀 可 以 应用 同心 球面 法 * 
6, 和 什么 是 一 次 曲 症 于 规 线 的 成 对 年 定理 
7. 怎样 仙 述 和 证 明 二 次 临 面 的 二 重 密切 定理 * 
8， 答 样 证 明 册 个 二 次 曲面 的 切线 是 平面 此 线 。 
9， 并 六 述 开 证 表 两 个 .次 栈 面 相安 千 队 条 于 而 曲线 的 荣 提 定理 。 
4， 试 列 浴 丰 祷 方 彰 缆 分 甫 的 和 种 情 帝 。 
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?114、 如 果 两 个 二 次 曲面 具有 公共 对 灰 平 面 , 由 它们 的 交 线 得 法 平面 上 投射 为 怎样 的 曲 线 人 
12， 付 冬 山 做 曲面 的 可 见 连 麻 线 、 可 见 性 线 和 曲面 的 外 形 线 ? 
13， 关于 二 风 明 面 外 形 线 的 定理 是 千 梯 讲 的 * 
练 习题 
1， 作 出 球面 与 柜 柱 奋 的 交 线 的 投影 (出 378)。 


图 378 


2， 作 出 图 上 所 示 的 回 匆 而 与 贺 往 而 的 交 线 的 投影 (图 379) 。 
3， 作 出 瑞 球 面 的 究 线 的 投影 ! 押 380)。 


图 380 381 


4 作出 配置 成 如 图 所 未 位 绾 的 两 个 同样 的 旋转 从而 的 交 线 {图 381) 。 
5， 作 败 旋 转 稚 而 与 旋转 标 面 的 交 线 的 投影 . 没 它们 的 贰 线 昂 交 及 的 (图 382) 。 
”208* 
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6， 作 出 球 而 与 环 状 面 的 交 线 的 投影 (图 383)。 
3?。 写 出 图 示 的 两 个 赔 桂 面 交 线 的 正 所 被 影 的 方程 (了 384)。: 


图 384 图 385 
8#， 作 出 两 个 已 知 旋 团 出 向 ( 加 下 徊 的 一 部 分 和 环 状 面 的 一 部 分 ) 的 交 线 (图 385)。 
9， 作 出 酚 酉 圆锥 桓 的 交 线 的 水 平 投影 和 和 制 面 投影 { 疼 386) . 
209 ， 


图 53 
图 387 


10. ` 雪 于 一 公共 球面 
作出 外 声 于 一 公共 球面 的 两 个 同样 的 锥 而 的 交 线 (图 387) 
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第 十 一 章 ”表面 的 展开 


$ 1、 多 棱 面 的 展开 

1， 多 楼 面 的 展开 图 总 由 谈 表 面 的 各 个 楼 面 依次 绕 侧 边 的 楼 边 旋转 而 重合 在 同 一 平面 上 所 
组 成 的 洋 向 图 形 。 这 时 所 有 的 楼 面 在 展开 图 上 表现 为 实 形 。 因 此 ， 展 开 图 的 作法 归结 为 确定 天 
面 的 备 个 楼 而 的 实 形 。 ' i : 2 

各 个 科 面 在 展开 图 上 上 的 忆 置 可 以 有 不 同 的 顺序 。 因 兹 ， 这 个 闫 岸 应 使 画 蝴 并 图 的 薄板 的 面 
积 得 到 充分 利用 。 : 1 

2 我 们 通过 几 个 例子 来 研究 多 楼 面 撕 开 图 的 作 小 。 

例 1， 求 作 斜 棱柱 的 展开 图 (图 38 的 。 

设 在 复合 图 土 给 出 射 三 棱柱 48CB8G， 人 屡 杜 的 侧 棱 边 处 于 正平 线 位 置 。 恕 果 仙 楼 边 对 投影 
面 处 于 企 总 位 置 ， 则 要 先 将 图 形变 换 , 使 这 些 楼 边 在 新 位 置 普 成 答 距 线 。 

果 征 上 于 例 棱 边 的 平 荐 Z(Z?) 截 已 细 棱 柱 ， 并 作出 截 线 图 形 (《 本 题 是 三 角形 P@R) 的 投影 。 
定 出 三 角形 P@BR 各 这 的 实 长 并 作出 等 于 护 三 角形 局 长 的 线段 Po  , 所 得 的 这 条 线 可 以 看 作 是 
棱柱 法 截面 (三 角形 P8@RBI) 的 “展开 图 *”。 从 起 P。、84、R 和 Ps 起 , 洛 生 直 于 Po Po 的 方 阿 而 酚 边 


388 图 389 


鹤 取 侧 棱 边 上 的 线段 ， 这 些 线段 可 以 正面 投影 取得 {Po 5 二 PaBs. Po da 二 Pa 和 1。 有 再 吉 
线 这 按 所 截 楼 迪 线 疏 的 淆 点 ， 如 图 所 示 。 图 形 40 BCo 4s B600Fo Bo 就 是 棱柱 的 侧 楼 而 的 展开 
图 ， 基 后 还 葛 作 出 棱柱 的 帆 个 床 海 - 

党 楼 证 的 启 是 在 一 个 投影 才 哮 为 实 形 时 ， 它 的 蝴 开 图 就 可 用 比 上 还 方法 更 舱 廊 便 的 用 一 个 
方法 作出 。 

这 有 … 个 通过 榜 过 : 丘 ( 击 到，44s#10 的 不 平面 《图 389 )。 蓝 使 所 有 的 侧 酚 面部 重 合 在 这 
个 平面 上。 为 此 ,去 掩 乒 丁 的 底面 , 同时 小 着 楼 边 4B(A15(，4; 上 5 ) 将 楼 福 剖 站。 为 要 在 这 个 
焉 拉面 上 作出 楼 面 4BBRP， 过 使 楼 边 4AE(A4 召 。 ) 留 在 总 来 的 位 置 ，: 但 要 确定 棱 边 有 P 在 重合 后 
的 位 置 , 由 囊 划 找 出 点 BCB， Bs) 和 (Fi, 下) 在 重信 后 的 位 置 一 一 点 BB 和 下。 

如 果 从 点 4 起 ,以 于 径 AB=A;B， 的 阅 弧 戴 到 雇 于 4s 吾 , 的 育 线 BB;, 在 B, Bn |: 就 得 到 
点 Bo。 0 
点 是 祭 直 线 Ba 和 和 了 Fo 的 相交 处 得 到 的 。 * 

不 椎 看 出， 用 十 述 方 蓄 作 点 Bo 时， 实质 上 是 使 点 BB;, Bs ) 绕 正 半 线 4E(4i 再 ,4s 克 。 ) 旋 
当 。 点 Qo 和 du 的 作 甘 与 点 Bo 相同 ， 而 点 Gy 和 Be 则 与 点 Fo 相间。 将 对 应 的 点 用 和 直线 连接 
起 米 , 并 作出 底面 ， 就 得 到 棱柱 的 展开 图 。 

从 校 年 展 并 图 的 第 .一 个 庆 法 称 为 法 截面 法 , 第 一 个 方法 称 为 侗 访 注 。 

例 2 求人 棱锥 的 展开 图 ( 括 390 )。 : a 

内 为 棱锥 的 侧 棱 面 是 三 角形 ， 所 以 作 楼 锥 的 展开 出 就 归结 为 作出 这 些 三 角形 的 实 形 。 但 应 
当先 用 任 一 种 熟悉 的 方法 求 出 全 部 楼 边 的 实 长 。 如 果 楼 边 很 多 ， 则 用 三 芝 形 法 确定 杰 边 的 实 长 
最 为 方便 。 同 遇 ， 所 有 三 角形 让 读 作 在 已 知 图 形 的 旁边 (参看 图 390)。 


图 391 和 390 上 赤 示 珍 棱 守 展 开 娩 的 作 引 。 : ; 
在 第 个 图 上 . 倍 锥 的 得 按 而 粹 闪 在 水 平 的 下 许 包 在 的 平 商 上 用 这 个 方法 确定 这 些 楼 业 后 , 紧 驹 车 下 旗 作 
2T2 
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出 了 展开 图 , 这 个 图 也 就 把 下 底 包括 进去 。 

在 第 二 个 图 上 ， 杯 纵 与 加 名 相交 。 因 为 楼 锭 是 正 竟 , 哲 以 首先 只 找 出 了 了 一 个 楼 桓 的 实 形 。 这 个 实 形 也 是 使 
前 楼 而 捧 开 在 下 成 看 而 作出 的 , 拉 开 时 利用 了 项 点 8B684 Ss) 。 摊 开 后 , 顶点 如 占有 位 置 85，。 

由 于 后 平 之 后 ， 痢 楼 两 的 求 平 投影 和 实 形 之 问 建 立 起 六 似 对 应 ， 因 比 就 利用 这 个 对 应 来 作 棱 稚 与 圆锥 的 交 
线 的 实 形 "。 交 线 上 一 些 点 的 投影 的 他 站 , 图 上 已 表示 捕 楚 , 不 必 说 明 。 


§ 2， 曲 荀 展 开 的 基本 性 质 

I 今后 般 设 曲面 不 是 绝对 坚 独 的 羡 这 ， 而 龙 能 弯曲 但 不 能 拉 伸 的 洲 膜 。 在 这 样 的 假设 下 ， 
某 些 曲面 着 来 可 以 逐步 变形 而 重合 在 一 个 平面 上 上， 使 在 重 分 过 程 中 既 不 发 生 破 裂 ， 也 不 发 生 
皱纹 。 

具有 这 种 性 质 的 曲面 窜 为 可 展 曲 商 , 而 由 曲面 重合 于 平面 所 得 的 图 形 称 为 展开 图 。 

作 放 并 周 是 一 个 重要 的 技术 问题 ， 因 为 工业 上 采用 的 各 种 容器 和 答 道 结构 有 许多 是 用 薄板 
材料 弯曲 成 的 。 

作 展 开 图 是 没 计 这 种 薄板 结构 的 一 个 重要 阶段 。 

可 展 井 面 及 共 息 并 的 颖 念 是 简单 而 直观 前， 但 为 了 研究 这 些 颖 念 的 几何 性 质 ， 还 洗 要 对 它 


DD 参看 第 一 音 83, 亲 岂 灶 启 。 
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们 作 更 精确 的 定义 。 

对 夯 法 几何 来 说 , 这 些 概念 可 定义 如 下 。 

2， 我 们 仍然 认为 , 铀 面 展开 图 可 将 瑶 面 伸展 并 重合 在 平面 上 而 作出 ， 倡 在 体 展 时 , 曲面 不 
得 破 烈 , 也 不 得 形成 皱纹 。 在 这 种 条 件 下 , 如 果 把 曲面 和 它 的 展开 图 部 看 作 是 点 集 ， 在 这 两 个 点 
集 问 可 以 建立 起 相互 的 一 一 对 应 。 也 就 是 说 ， 曲 面 上 鞭 一 个 点 对 应 于 展开 图 上 了 唯一 的 一 个 点 ， 
曲面 上 某 条 线 对 应 于 展开 图 上 的 一 条 绥 , 反之 也 一 样 。 

上 述 的 一 一 对 应 具有 一 系列 非常 重要 的 性 质 , 现在 归纳 如 下 (图 393 )。 
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1) 农 开 图 和 其 面 上 的 两 条 对 应 线 的 长 度 彼 此 相等， 训 二 人 E 时 , 曲面 上 的 
线 的 长 度 保持 不 变 。 

2) 在 展开 图 上 两 条 线 间 的 角 府 畦 于 曲面 上 两 条 对 应 线 间 的 角度 ， 即 曲面 农 开 时 ， 面 .两 条 
线 间 的 角度 保持 不 变 。 . 

角 许 保持 不 变 的 几何 变换 称 为 保 角 变换 , 因此 可 以 说 , 曲面 和 它 的 展开 国 是 保 角 的 。 

3) 曲面 上 的 闭合 线 和 展开 图 上 与 它 对 应 的 闭合 线 轿 成 相同 的 面积 。 

由 此 推出 ， 展 开 图 的 面积 等 于 曲面 本 身 的 面积 。 

这 三 个 性 质 可 以 简要 地 表述 为 ; 往 展 开 图 上 , 曲面 上 的 线 的 长 度 、 两 线 间 的 夹 角 以 及 由 闭合 
线 所 构成 图 形 的 简 积 保持 不 变 。 

此 后 , 展开 图 就 可 定 闵 为 曲面 到 平面 图 形 的 相互 -…- 对 应 且 具 有 上 述 三 个 性 质 的 几何 变换 。 

不 难看 出 , 展开 图 的 第 … 个 性 质 是 根据 曲面 不 可 拉 什 , 因而 也 是 不 可 压缩 的 水 障 这 个 性 质 推 
出 的 。 实 际 上 , 如 果 薄 膜 症 不 可 拉 伸 和 不 可 压缩 的 , 则 当 它 弯曲 村 , 画 在 它 上 面 的 线 的 长 度 既 不 
会 增加 , 也 不 会 减少 。 因 此 , 线 的 长 庶 保 持 不 变 。 

根据 第 一 个 性 质 可 以 证 镭 第 二 和 第 三 个 性 质 ， 因 此 第 - -个 性 质 应 该 认为 是 最 基本 的 。 
» 214* 


其 次 还 应 指出 油 个 重要 的 性 质 , 其 中 一 个 断定 ， 曲面 上 的 直线 变 为 展开 图 上 的 直线 , 另 一 个 
断定 , 平行 直线 仍 变 为 平行 直线 。 第 个 性 质 的 正确 性 可 用 下 面 的 理 山 证 明 。 

商 曲 面 上 的 点 生 和 召 用 不 同 的 几 条 线 连 接 , 其 中 有 一 条 为 直线 4B。 

在 展 逢 图 上 与 上 述 商 点 对 应 的 是 确定 的 点 14。 各。， 与 每 一 条 曲线 对 应 的 是 展开 图 上 的 一 
条 曲线 , 而 与 点 4 和 B 间 最 短 的 线 ( 即 直 线 4B ) 对 应 的 是 平面 上 点 d 和 B6 间 最 短 的 线 , 即 也 是 
直线 @。 直 线 的 平行 性 在 展开 图 上 保持 不 变 这 个 性 质 可 由 曲面 上 两 条 线 闻 的 严 角 保持 不 变 的 第 
二 个 性 质 直 接 得 出 。 

我 们 米 研 究 一 个 简单 的 例 季 ， 通 过 这 个 例子 容易 理解 上 述 的 基本 性 质 。 

图 394 表示 一 个 回答 面 和 它 的 层 开 图 。 展 开 图 呈 启 形 , 遍 形 的 等 于 加 局 g 的 长 。 贺 办 
的 直 得 线 84 变 为 对 应 的 直线 Bed 。S4 和 4 之 向 的 角 由 于 是 通过 84 和 在 点 4 的 切线 5 之 
间 的 夹 般 来 度量 的, 而 用 是 直角 ， 因 此 仍 变 为 对 应 的 线 So 4 和 如 之 间 的 直角 。 景 后 , 网 锥 面 的 
面积 也 等 于 展开 图 的 肩 形 面积 。 
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但 应 该 指出 , 如 果 我 们 在 贺 输 面 上 取 和 任意 杖 条 母线 , 则 它们 之 间 的 夹 角 小 于 展开 图 上 与 它们 
对 应 的 两 直线 之 闻 的 夹 角 。 这 表示 对 于 母线 来 说 ， 第 二 个 性 质 是 无 效 的 。 原 因 是 展开 图 的 所 有 
上 述 性 质 只 有 对 曲面 的 普通 点 才 是 正确 的 。 

圆锥 的 顶点 是 特殊 点 ， 因 此 为 普通 点 所 特有 的 所 有 性 质 对 它 无 效 。 

3， 我 们 试 更 加 明确 地 说 明 可 展 曲 面 的 概念 。 

企 微分 几何 教程 里 证 明 ， 如 果 通 过 直 纹 面 上 任意 一 点 的 切面 气 碍 面 沿 著 遂 过 该 点 的 整 亲 直 
母线 相 切 , 则 该 直 纹 面 是 可 展 的 。 换 句 话 说 , 可 展 言 纹 面 在 周一 母线 上 所 有 各 点 处 的 切面 是 同 -- 
个 平面 。 反 之 , 如 果 直 纹 面 在 同一 母线 上 的 不 同 点 处 有 不 同 的 切面 , 则 该 直 纹 面 是 不 可 展 的 , 因 
而 称 为 押 面 。 层 于 可 展 直 纹 面 的 有 这 三 种 曲 将: 柱 面 、 锥 面 和 嚼 旋 商 (空间 曲线 的 切线 硬 ) (图 
395, 4, 6 4 8)。 

所 作 的 定义 也 可 以 作为 一 个 特征 ， 以 解决 怎样 给 定 的 曲面 是 可 展 还 是 不 可 展 的 问题 。 

现在 来 研究 锥 状 夯 ， 这 曲面 由 圆 导 线 不 ， 直 导线 LN 和 重 让 于 MLN 的 母线 的 平行 导 面 给 


包 ” 相 反 的 论断 大 不 正确 的 , 邮 为 通过 曲面 上 两 个 性交 点 的 直线 是 不 存在 的 。 
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定 (图 396 )。 

不 河面 上 任 取 一 母线 4B， 并 存 点 4 和 B 处 作 切 面 : 只 (到 交 4B ); @( tx 4B )。 本 准 季 
出 ,平面 奶 与 侣 第 此 由 交 而 不 蕴含 ， 所 以 已 知 的 油 商 十 拖 潭 。 这 仿 纸 起 国 为 内 
弘 48B 是 任 沪 聚 的 。 沁 在 这 种 曲面 上 也 许 忆 看 到 这 证 ! 
不 过 它们 只 玫 站 和 i P GT 和 工程 站 中 忆 有 没 生 于 民 
曲面 在 这 些 太 线 你 

可 展 曲 面 的 这 个 圭 征 , 如 则 按 下 面 的 方 让 交游 谨 , 那 是 很 更 让 的 。 

假设 给 站 的 直 雍 | 肌 包 泣 游 一 个 深 古 的 物体 ， 因 此 浊 向 太 身 包 是 蝇 硬 的 。 叉 设 邮 而 放 在 一 个 
平面 |:。 这 夺 , 如 果 它 号 可 鼎 的 , 则 它 与 平面 沙 著 整 条 尽 线 州 切 。 这 样 的 肌 面 许可 以 使 它 在 平 而 
土 滚动 而 褒 着 峡 线 与 溢 而 相 雪 。 深 动 的 结果 , 在 于 而 上 留 下 由 桓 的 印 这 , 这 个 印 广 就 尽 点 贡 的 展 
开国 。 站 
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图 396 “图 397 
4， 设 有 曲 而 信和 它 的 展开 图 中 。 (图 397 )。 在 展开 图 的 任意 两 个 点 4 和 Bo 间 引 直线 
段 4e Be 。 曲 面 上 与 点 4o 和 Bs 对 应 的 点 是 4 和 B， 而 与 直线 4,B。 对 应 的 是 曲线 4， 并 且 
148 二 轴 酚 。 困 为 4。B6 是 连接 de 和 Bo 的 所 有 线段 中 最 短 的 ， 面 曲 证 上 的 对 应 线 妈 的 长 度 基 


家 问 的， 所 以 48 册 就 是 此 面 上 过 点 4 和 B 所 所 引 的 多 部 珀 中 最 知 的 。 
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因 北 , 哥 乡 曲 面 上 两 点 间 的 线 对 应 于 曲面 展开 图 的 直线 时 ， 这 素 线 就 是 这 两 点 间 的 短程 线 。. 

根据 已 旭 竹 质 ， 这 种 短程 线 可 以 备 助 展开 图 而 很 容易 作出 。 但 两 点 间 的 短程 线 不 仅 可 在 讨 
展 须 所 上 五 到 ， 在 所 有 其 它 曲 面 上 也 可 以 看 到 。 

壁 如 , 在 球面 上 取 两 点 , 但 要 不 在 同一 直径 的 两 端 , 过 这 两 点 在 球面 上 和 作 一 个 大 贺 , 则 连接 这 - 
现 个 点 的 较 得 的 … 段 网 强 就 是 这 两 点 闻 的 短程 线 。 

作 意 曲面 上 的 短程 线 是 属于 曲面 上 的 所 请 测 地 线 ， 它 对 则 面 所 起 的 作用 正如 直线 对 下 蜡 所 
起 的 作用 “ 样 。 

夫 了 球面 上 的 大 圆 以 外 ， 曲 面 的 直 母 线 , 旋转 曲面 的 子午 线 、 圆 福 面 上 的 螺旋 线 以 及 位 在 曲 
摧 的 对 称 平 而 上 的 所 有 平面 曲线 都 属于 测 地 线 。 

最 后 我 们 指出 ， 对 于 任何 曲面 ,如 果 发 现 它 即使 只 违反 了 曲面 段 开 图 的 上 述 性 质 中 的 一 个 ， 
就 可 断定 该 曲 玫 起 不 可 展 的 。 

倪 如 ， 我 们 来 研究 球面 。 在 球面 上 取 不 位 于 同一 大 网 上 的 三 个 靠近 的 点 。 每 两 个 点 可 雇 分 
划 用 一 个 大 圆 的 弧 韦 接 , 这 样 就 作出 一 个 球面 三 角形 。 

因为 这 三 角形 的 每 条 边 都 足 两 点 疗 的 短程 线 , 在 球面 的 展开 图 上 应 当 变 为 直线 , 所 以 在 展开 
图 .上 波 应 当 得 到 “全 普通 的 二 角形 。 但 这 是 不 可 能 的 , 因为 在 于 面 的 三 角形 里 , 三 个 角 之 和 等 十 
虹 直 角 , 而 在 对 应 的 球面 三 角形 时 , 三 个 角 之 和 总 大 于 防 直角 。 因 此 , 对 于 球面 的 展 并 图 不 具备 
此 面 上 两 相交 线 问 灾 角 保持 不 变 这 个 条 件 , 所 以 球面 是 不 可 展 则 面 。 


8 3， 展 开 图 的 近似 作法 


1， 假 定 某 可 展 曲 面 症 用 方程 虑 用 确定 其 尺寸 的 数字 给 定 。 

册 为 曲面 上 的 线 的 长 度 和 两 线 间 的 角度 在 曲面 展开 图 上 保持 不 变 ， 所 以 经 过 计算 确定 市 线 
的 长 度 和 某 些 角度 的 天 小 之 后 , 就 可 在 展开 图 上 作出 这 些 线 和 人 角度。 当然 , 用 这 种 方法 必须 长 出 
所 有 为 了 完全 确定 整个 曲面 展开 图 所 航 的 尺寸 。 

辟 如 , 如 果 已 知 旋 鞠 锥 占 的 高 为 加 底 圆 直径 为 & 则 曲 高 就 出 这 些 数 衬 确 定 。 根 所 六 此 禾 


字 可 以 算出 展开 图 的 尺寸, 也 就 基 记 形 的 尺寸 。 例 如 , 筷 形 半径 1 一  、 全 局 形 的 由 心 角 


中 一 于 。 由 于 根据 可 展 曲面 的 局 知 尺寸 米 计 算 展开 图 的 尽 寸 可 以 得 到 所 笨 的 任意 特 确 讼 所 以 


这 种 由 计算 确定 尺寸 的 展开 图 可 以 称 为 精确 的 展开 图 。 不 过 实际 上 这 苇 方 让 很 小 应 用 。 

在 画 法 儿 何 以 用 在 用 正法 几何 方法 求解 的 技术 问题 中 , 曲面 总 是 由 图 样 给 则 的 , 上 厅 疯 划 想 
据 这 个 图 伴 再 图 泽 靶 作出 。 所 有 用 图 解法 作出 的 展开 图 都 大 近似 的 。 

在 实践 中 也 ` 定 会 遇 到 不 可 有 展 曲面 的 “展开 ?问题 。 出 落 钢 彼 制 成 的 大 型 图 福 形 贮 误 器 的 夸 
面 阁 部 避 儿 为 一 个 例子 。 理 论 上 , 不 可 展 昌 面 是 不 能 展 并 的 , 即使 实际 上 是 展开 了 , 但 在 可 展 此 
面 的 近似 展开 和 不 可 展 曲 面 的 近似 “展开 "之 闻 仍 是 有 很 大 区 别 的 。 

要 从 第 一 御 情 况 中 得 到 所 需 的 曲面 ， 只 要 将 五 有 上 民 开 网 的 薄板 杰 曲 起 米 即 可 。 但 要 从 第 
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种 情况 中 得 到 曲面 ， 除 了 弯曲 之 外 , 还 要 对 薄板 进行 局 部 的 、 人 通常 旦 非常 猛烈 的 拉 伸 和 压缩 。 

2. 作曲 面 近似 展开 图 的 一 般 方法 如 下 。 

将 世 给 的 昌 徊 用 另 一 个 表面 来 近似 地 代替 , 这 个 表面 归 内 接 或 外 切 于 听 给 的 曲 责 , 站 且 要 易 
于 展 堵 。 直 纹 面 可 用 多 楼 面 来 代 获 , 这 些 楼 面 为 二 角形 或 平行 四 边 形 , 而 曲 纹 面 (具有 曲 母 线 ) 则 
可 用 旋转 柱 面 和 稚 面 那样 的 简单 可 有 晨 曲 而 来 代替 。 这 些 简单 可 展 曲面 又 照样 乳 可 用 一 些 多 棱 而 
来 代 埠 , 而 展开 的 正 是 这 些 多 楼 面 。 

凑 次 我 们 详细 地 来 研究 上 述 的 一 般 方法 在 各 种 实际 问题 上 的 应 用 。 


844， 作 曲面 展开 图 的 基本 图 解法 
1， 先 研究 所 谢 尘 角形 法 (三 角 剖 分 法 }。 除 了 柱 面 以 外 , 所 有 直 纹 面 的 展开 都 可 以 用 这 个 方 
法 。 杜 面 昌 然 也 可 以 用 这 个 方法 下 开 ， 但 不 方便 。 三 角形 法 的 实质 是 用 具有 三 角形 枝 面 的 内 接 
多 楼 面 来 代替 直 纹 曲 丙 。 
弄 在 通过 下 个 钢 于 来 说 明 这 个 方 于 的 应 用 。 


例 1 试 作出 由 底 圆 和 顶点 给 定 的 机 圆锥 的 蝴 开 图 (图 398)。 作 已 知 锥 面 的 内 接 楼 独 , 使 楼 
锥 的 底 为 一 正二 十 四 角形 。 Sy 


图 398 


然后 我 们 用 弦 来 代替 底 伍 的 亚 , 本 此 诺 要 确定 这 种 代替 所 产生 的 误差 。 这 误 凌 是 
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应 注意 到 , 所 给 的 曲面 有 -一 个 对 称 平面 。 当 曲面 处 于 图 中 所 示 的 位 置 时 , 该 对 称 平面 通过 酉 
圆锥 的 轴线 且 平 行 子 正 立 投影 面 。 由 于 具有 对 称 平面 ， 所 以 只 要 作出 曲面 一 半 的 展开 图 即 可 。 


全 人参 项 第 入京 85。 
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和 必 图 可 按 如 下 次 座 进 行 。 . 

在 任意 起 线 4o8。 上 截 挨 线段 4o8o 一 45 一 矶 83, 并 在 它 上 面 作 一 个 以 87 和 47 为 其 它 两 
个 边 的 三 角形 。 在 图 上边 47 的 实 长 为 已 知 , 因为 41/==41 4 。 

边 SI 的 实 长 是 这 样 求 的 。 用 分 规 量 取 线 段 ST ， 治 水 平 线 从 点 起 截取 这 个 长 度 , 并 筷 
一 个 孔 表示 点 了 (图 上 术 表 未 出 米 )。 将 分 规 的 一 个 尖端 留 人 在 了 点, 同时 将 分 规 张 开 , 使 另 一 个 
尖端 从 点 五 移 到 点 58。 

结果 , 分 规 的 张 度 便 等 丁 线段 87 的 长 度 。 

不 难看 出 上述 作 法 实 际 上 是 用 旋转 法 确定 线段 的 实 长 ,只 是 在 图 中 省 去 作 辅 助 线 , 因而 使 
作 图 更 加 简单 和 准确 。 利 用 分 规 所 得 针 央 的 距离 ST ,以 点 5。 为 圆心 , 在 点 4o 附近 用 针尖 面 一 
个 不 大 的 骂 ， 然后 用 另 一 个 量具 ( 带 微 动 螺 杆 的 ) 在 这 弧 上 标 出 点 1。, 使 得 Ao1o 二 A411 。 这 样 
就 作出 与 已 知 锥 面 内 接 的 楼 锥 的 一 个 三 角形 标 面 的 实 形 。 

同样 地 依次 作出 其 它 所 有 的 楼 面 。 然 后 用 山 线 板 将 用 小 纠 法 展开 了 的 馆 底 上 的 点 连 成 光滑 
的 曲线 。 

值得 注意 的 是 锥 面 麻 回 展开 图 上 的 一 个 特殊 点 (点 和 es )。 它 是 一 个 拐点 ， 通 过 它 的 母线 就 
在 对 维 底 平面 的 可 见 轮 麻 线 ， 这 样 便 可 求 出 这 个 点 。 

例 2 试 作 出 柱状 面 的 展开 图 ( 拓 399)。 

设 柱状 面 由 两 个 同样 的 圆 4DG(41 户 G1, ,DsG,) 和 4' DG' (41DiG1, DIGS) 给 定 。 第 


219 。 


一 个 加 位 在 侧 平 而 .E, 第 二 个 贺 位 在 水 平面 上 。 迹 治 记 办 个 语 旋 名 各 玉手 行 于 十 六 面 , 医 模 正二 
面 就 是 厨 线 的 平行 叶 而 。 虎 面 有 一 个 对 称 亚 面 , 因此 二 以 只 册 汪 一 ; 片 的 蝴 和 开奖。 

作出 母线 .44 有 3 有 条， 六 图 所 示 ( 参 看 展 399)。 将 由 枉 兴 车: 全 抽 线 44 和 BB' 所 略 成 的 曲 
面 元 素 用 " 对 角 线 "BA4 把 人 分开 ， 这 个 曲 曾 元 素 便 大作 用 黄 个 三角 展 纪 成 。 

间 样 作出 半 个 有 曲面 的 其 它 元 素 。 结 果 ， 已 知 的 山 面 况 由 其 有 三 角形 楼 面 的 一 个 多 楼 面 所 代 
赫 。 以 后 , 将 多 楼 瑟 的 所 有 三 角形 象 例 1 那样 作 在 一 个 焉 面 上 。 这 时 , 名 个 三 角形 ( 实 形 ) 的 顶点 
必 有 里 用 与 复合 图 一 致 的 宝 母 标 进 。 
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图 400 夯 漠 导管 的 一 部 分 结构 。 这 个 部 分 是 阅 疹 管子 和 方形 管 -了 之 闻 的 一 个 接头 。 但 图 上 
只 表 出 这 个 接头 的 表 丰 展开 加 的 -- 半 。 展 开 图 是 用 三 角形 法 作出 的 。 

2， 各 种 柱 面 的 展开 图 都 可 用 法 帘 面 法 和 俩 滚 法 作出 。 

第 一 个 方法 是 在 已 知 柱 面 内 作 便 棱 面 很 窜 的 内 搂 楼 柱 曾 ， 然 后 用 尘 藏 面 计 将 这 个 校 柱 舍 
段 开 。 

第 二 个 方法 是 使 内 接 的 校 柱 面 “ 侧 小 ?@。 在 这 两 个 方法 中 ， 所 给 曲面 对 十 投影 面 的 位 置 都 

应 优 曲面 的 母线 平行 于 一 个 投影 也 就 是 使 其 线 占 右 等 距 线 的 位 置 。 

这 堵 , 如 果 曲 而 的 边界 线 投 射 后 变 了 形 ， 就 子 可 使 用 法 截击 水 来 作 尽 才刚， 但 如 水 归 边 觉 线 
在 某 一 个 投影 面 上 投射 为 实 形 , 则 以 侧 滚 法 较为 方便 。 

我 们 米 研究 椭圆 柱 而 展开 凡 的 作法 , 椭圆 福 面 如 图 401 所 示 。 由 于 在 已 知情 况 下 , 柱 面 的 底 
贺 投 庄 到 水 平 投影 面 上 没有 变形 ， 因 此 采用 第 二 个 方法 。 

在 性 面 里 作 内 接 棱柱 曾 ， 在 图 上 只 要 标明 与 仁 面 母线 重合 的 棱柱 侧 楼 边 (44、BB3' …… 就 
够 了 。 


了 DD 笑 肖 本章 §]。 
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图 401 


现在 求 楼 而 4B4' B' 的 实 形 。 为 此 , 将 这 棱 面 线 正 平 线 44" 旋 技 到 或 为 下 平面。 这 时 点 B。 
沿 垂直 于 4, 4;' 的 方向 移动 到 位置 Bu 。Bo 可 沼 此 方向 从 点 4 起 截取 一 线段 竺 于 4; B， 而 求 
得 。 再 从 点 Ca 引 4 4 的 答 线 , 并 从 点 Bo 起 用 线段 B00 蕉 这 亚 线 而 找到 Co, 等 等 。 这 样 就 得 


到 一 系列 的 点 由 王 4a、5o 00、 Do 这些 点 傅 定 了 社 侧 下 底 展 开 后 的 边界 。 点 Do 就 是 曲线 
上 上 的 拐点 。 


展开 的 图 形 可 以 看 成 总 柱 面 泊 着 过 母线 44 的 正平 面 演 动 而 得 的 印迹 。 

3， 作 不 可 展 旋 转 季 面前 近似 展开 好 ,常常 采用 轼 助 往 面 法 和 和 精 助 锥 面 法 。 

畏 助 柱 面 法 妇 下 。 利 册子 午 线 将 已 知 出 面 划 分 为 若干 比较 狭小 但 彼此 相等 的 部 分 或 办 
《图 42)。 每 个 这 伴 的 鸭 都 用 性 和 商 来 代 蔡 ， 这 个 柱 夯 则 与 已 知 旋转 曲面 在 该 准 正 中 的 一 象 子午 
线 的 点 处 相 切 。 在 恋 辩 两 侧 的 两 个 子午 线 平 面 就 足 柱 掉 母 线 的 界 跟 。 

为 了 使 所 作 图 形 吏 清楚 ， 有 曲面 只 划分 为 六 个 根 等 部 分 。 其 中 以 王子 午 线 84 作为 正中 子午 


线 的 则 一 部 分 忆 经 用 性 面 来 代 茜 。 柱 而 的 县 线 通过 子 牛 线 84 上 的 点 ， 并 王 直 于 正 浆 投影 面 。 
母线 的 长 在 水 平 投影 里 作为 角 BLS1C, 范围 丙 的 钱 民 而 容易 求 出 。 然 后 ， 作 出 上 述 幸 面 的 展开 


图 。 因 为 这 个 柱 面 壮 母线 的 法 截面 ( 印 子午 线 3S4) 大 已 知 的 , 所 以 作 虑 开 图 时 采用 法 埠 夯 法 读 为 
方 贫 。 
在 十 子 午 线 上 标 出 一 系列 的 点 4、.D、 也 FG, 并 通过 这些 虚 引 母线 线段 。 然 后 将 子午 弘 54 
伸 直 为 直线 Sudo, 在 该 直线 上 标 出 点 Do 0、 了 F，、 Go 在 这 些 点 处 作 母 线 {Bo Co = BC= Bl Cj 
铝 掌 ) 重 直 干 5,Ao。， 并 将 各 母线 的 端点 连 成 一 条 党 滑 的 山 线 。 
* 22 ， 


图 402 


根据 上 述 可 知 , 用 以 作 旋 转 曲 面 近 似 展 开 图 的 柱 面 凌 , 就 是 用 另 一 个 这 样 的 表面 来 代替 不 可 
展 旋转 曲面 : 这 个 表面 由 若干 柱 面 组 成 , 因而 也 就 是 由 可 展 元 素 组 成 。 
4 ， 辅 动 锥 面 法 ， 闫 名 思 义 就 是 用 另 一 个 表面 来 代替 旋转 曲面 ， 该 表面 由 内 楼 于 已 知 曲面 的 


若干 欠 而 组 成 (图 403)。 


这 样 , 旋转 申 而 就 被 分 为 若干 条 带 , 而 每 一 条 带 都 用 锥 面 代 都 。 在 图 403 上 , 有 三 条 这 样 的 
带 , 因此 作曲 面 的 近似 展开 图 就 归结 为 作 三 个 锥 面 的 展开 图 。 显 然 , 半径 为 R。 和 Rs 的 弧 长 、 半 
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径 为 号 和 Bs 的 天 长 是 相 千 的 。 

将 各 个 锥 而 区 起 并 生起 米 之 后 , 由 这 些 阅 弧 围 成 的 贺 , 应 当成 对 地 重合 在 -- 起 而 用 成 为 已 向 
曲面 全 的 圆 。 

内 此 , 我 们 可 以 说 ,曲面 上 的 一 些 贺 在 上 曲面 展开 图 上 变 战 熟 开 的 线 , 这 样 -~ 来 ,在 已 知情 况 下 ， 
民 开 陶 的 .个 是 本 性 质 被 破坏 了 。 这 种 情形 在 所 有 不 可 展 曲 面 的 最 并 图 上 孝 可 以 看 蜀 。 


8 5， 斜 截 圆 柱 和 锥 项 在 图 外 的 截 贺 锥 的 展开 
1， 假 设 ， 汶 作 斜 截 回 柱 (例如 ， 肘 管 的 一 部 分 ;的 展开 图 (图 404)。 斜 截 线 的 图 形 是 一 个 入 
国 。 在 圆柱 展开 图 上 , 这 个 柳 图 变 为 正弦 曲线 , 这 可 用 下 面 的 计算 证 实 。 


雪 算 阅 性 母线 的 … 段 下放 = 型 We: 
MN= MN, = Pe Ns. tgB, 
这 里 ， 线 段 PsN 可 以 表示 成 Po Ns 二 PN 二 R. sinqp。 
四 此 ， 
MN= Ms Ns =(R. te B)sia 中 
或 3y 一 站 sin 中 。 
杨 此 , 罗 柱 的 斜 截 线 在 展开 图 上 可 以 作成 振幅 为 的 一 个 正 绑 波 。- 
2， 现 在 来 研究 锥 项 在 图 外 的 截 圆 锥 的 展开 图 的 一 种 作法 。 
设 有 某 一 曲线 4aBsCo…… 要 求 作出 一 条 比 它 大 主 倍 和 的 相似 曲线 4581048…… (图 405)。 数 
值 & 称 为 曲线 的 相似 系 数 。 
为 此 , 选择 一 个 任意 点 S86, 并 过 该 点 和 曲线 46BoCo…… 的 各 点 引 射 线 。 在 射线 8044 上 从 点 
5。 起 截取 线段 So45， 使 等 于 线 和 眉 Sedo 的 无 傍 , 由 此 得 点 45, 这 个 点 即 属于 所 求 的 曲线 。 
其 余 的 点 Bo、 C4…… 也 用 同样 方法 求 出 , 因而 就 作出 与 已 知 曲线 相似 的 曲线 。 
应 该 注意 两 个 相似 锋面 的 展开 图 也 是 相似 的 ， 所 以 截 圆 锥 展开 图 可 以 这 样 作 山 。 
作 一 个 锥 顶 为 TC(7T,) 的 辅助 男 锥 , 使 与 铁 顶 在 图 外 的 山 稚 相似 ,选择 辅助 圆锥 的 底 图 直径 
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图 405 . 


要 能 除 尽 D， 即 令 4 一 也 为 矣 数 。 然后 作出 辅助 圆锥 的 展开 图 ，、 得 扇形 的 引 46BoCo……， 作 出 


与 该 弧 相似 并 以 下 为 相似 系数 的 弧 44B104……。 这 样 作出 的 弧 就 是 截 融 锥 下 谋 的 展开 图 .过 点 
41.B4, 00…… 引 直线 平行 于 稍 助 贺 匆 展开 网 上 通过 对 应 点 4o. Bo、Cor*…… 的 母线 。 在 这 些 直线 .上 
从 点 4 BC 起 截取 二 线 的 长 z， 因 而 求 骨 确定 上 底 因 开 图 的 点 。 用 曲线 板 作出 零 阅 稚 两 
个 底 圆 的 展开 图 , 作 图 便 完 成 了 。 


86. 曲面 上 的 线 在 展开 图 上 的 作法 

这 个 问题 , 以 及 和 它 相 反 的 问题 , 即 如 果 在 展开 图 上 给 定 一 条 线 ， 要 在 曲 下 上 作出 该 线 , 都 具 
有 重要 的 实际 意义 。 

因为 线 是 点 的 总 和 , 所 以 要 解决 这 两 个 问题 , 必须 建立 一 种 方法 , 以 利用 该 方法 在 展开 图 上 
求 出 与 曲面 主任 意 点 相对 应 的 点 , 或 者 相反 。 

对 于 所 有 的 直 纹 面 来 说 , 这 方法 是 非常 简单 的 。 这 就 是 : 过 选取 (或 给 定 ) 药 点 引 曲面 的 直 母 
线 , 这 样 , 点 和 母线 就 联系 起 米 。 其 次 在 疯 开 图 上 求 出 与 所 引 坪 线 对 应 的 直线 , 此 后 , 在 这 条 直线 
上 就 不 难 求 出 与 所 选取 的 点 相对 应 的 点 。 

设 在 曲面 上 过 点 闻 CM, 吾 2) 引 晶 一 母线 段 0C'CG.C1, G0%)， 并 在 展 并 图 上 求 出 与 它 对 应 
的 线段 CoCf。 于 是 , 在 展开 网 上 就 可 求 出 与 点 型 对 应 的 点 Wo。 点 az 分 割 线段 C6C5 所 成 的 比 
例 与 点 型 分 制 线 展 CC1 或 点 -as 分 割 CC 所 成 的 比例 是 相等 的 (参看 图 399) 。 
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和 解 渤 问 是 嘻 按 相反 的 怖 序 进行 ， 因 而 不 必 补 充 说 明 。 

得 如 米 必 须 在 非 直 纹 面 上 , 也 就 是 说 , 缆 在 放 知 不 可 展 的 曲 曾 上 解 这 两 个 问题 , 就 不 能 采用 
崔 确 的 几何 方 活 , 而 只 好 用 习 蛙 的 方法 。 但 要 知道 , 在 这 种 情况 小 , 展 升 图 本 身 是 扩 似 的 。 

我 们 用 画 在 图 和 2 上 的 环 状 面 的 " 展 并 图 ?这 个 特例 来 说 丽 其 中 一 种 近 志 画 落 。 

假设 在 环 状 而 上 给 出 一 个 点 好 (到 洒 ;)， 奖 求 在 展开 图 上 作出 与 它 对 应 的 点 Mo。 作 车 
如 下 : 

在 点 导 所 在 的 一 辩 曲 茄 范围 内 这 点 济 CWis Ns;) 引 族 转 曲 菌 的 一 段 续 闭 。 共 次 在 所 引 纬 加 
弧 的 不 变形 的 投影 上 , 通过 它 的 中 点 作 切 线 #4。 然后 延长 自 线 太 小, 与 和 相交 于 点 型 1。 嘴 局 ， 
砷 所 人 研究 的 郸 一 准 曲 面 的 展开 贸 E《 伏 痊 鲁 区 鸭 ,作出 与 纬 圆 添 对 应 的 直线 和民 ， 该 线段 等 下 切线 
段 轴 并 在 虽 线 段 士 标 出 点 时. 起 位 置 导 点 如 :在 线段 1 上 的 位 置 一 样 。 

点 邓 。 可 洒 作 是 与 曲面 下 点 开 洲 应 的 点 。 


复 习 是 


什么 叫做 曲面 的 展开 图 ? 

怎样 的 曲面 是 可 脱 的 ? 

， 可 民 曲 天 的 哪些 性 山 存 共 展 开 图 上 保持 不 从 ? 

， 人 秆 么 特征 可 以 前 定 马 知 曲面 足 否 可 总 ? 

， 千 答 的 展 并 图 称 为 精确 的 展 半 图 , 怎 衬 的 展开 几 丈 为 近似 的 展 并 图 + 

- 试 说 月 作 展 开国 的 亲本 疯 解 法 。 

-中 生前 被 磺 斜 于 其 轴 续 的 平 而 记 越 得 的 塌 线 , 企 柱 测 展 于 图 上 变 为 怎样 的 若 线 ? 
和 树 交 的 管子 为 村 么 要 设计 得 使 它们 的 交 线 六 平 亚 则 线 ? 


练 习 题 


站 人 


Fs 


- 求 作 截 往 圆锥 面 的 展开 图 (后 406)。 
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2。 质 平面 由 黄 真 导线 4B 和 CD 以 及 水 平 的 平行 时 平面 给 定 〈 岁 407)。 坛 作出 在 由 前 形 4BCD 内 的 其 而 
部 分 的 展开 图 。 
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3， 求 作 如 图 所 示 的 旋转 曲面 的 展开 外 (图 408) 。 
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第 十 二 章 轴 测 投影 


$1， 基本 概念 和 定义 . 轴 测 图 的 可 逆 性 : 轴 测 投影 的 形式 
1， 到 现存 为 止 , 我 们 已 经 研究 过 由 物体 的 两 个 投影 , 三 个 或 更 多 个 投影 组 成 的 复合 图 。 现 
在 再 提出 一 个 问题 : 求 作 既 具有 直观 性 同时 又 具有 可 逆 性 的 一 种 单 面 图 ， 即 只 包含 一 个 图 象 (一 
个 投影) 的 图 。 
将 革 形 体 中 (图 409) 与 三 条 互相 垂直 的 坐标 轴 ( 空 间 的 原 坐 标 系 0z92) 固定 地 联系 起 来 ,四 
标 轴 要 这 样 配 置 ， 使 它们 的 方向 与 原 展 体 的 基本 度量 方向 重合 。 取 线段 。 作为 三 条 坐标 轴 的 公 
共度 量 单 位 。 这 线 眉 。 称 为 原 尺度 线段 或 原 尺度 。 


外 409 


现在 对 形体 中 的 任意 一 点 都 可 以 作出 它 的 坐标 折线 , 并 可 以 用 尺度。 度量 这 折线 的 每 一 段 
(坐标 线段 ) 以 及 写 出 点 的 坐标 数值 。 璧 如 , 对 于 点 2 我 们 有 : 如 C4. 5, 3. 5, 1) ,同样 地 有 DD(4.5， 
3. 5, 浊 ) 竺 等 。 

假定 所 有 这 些 度量 都 是 在 原形 体 中 进行 的 ， 因 此 上 述 坐 标 称 为 原 坐 标 。 

在 每 一 条 轴 上 截取 尺度 e， 并 分 别 用 ee. er 和 es 表示 所 得 的 相等 线段 。 
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将 形体 中 和 坐标 钳 Oxzyz 一 起 沿 方 向 8 投射 到 某 投 影 面 |:, 这 个 投影 而 称 为 如 测 投 彤 省, 并 
用 区 全 表示。 几何 抱 束 在 这 个 投影 世上 的 投影 称 为 负 测 投影 ， 例 如 : 4 是 点 各 的 轴 油 投影 于 
玉 昨 线段 凡 放 的 轴 测 投影 等 等 。、 

原 华 标 轴 在 平面 讶 "上 的 投影 称 为 促 

原 度 标 渡 线 在 入 面 工 上 的 投影 称 为 强 
折线 。 

杰 一 般 消 议 下 , 谨 坐 拷 胃 0x、08 各 0z 对 平 本 也 的 倾 前 各 不 相同 , 所 以 原 坐 标 挤 线 BCD 
的 每 一 段 找 射 在 平 而 由 上 下 兽 有 不 站 的 变形 加 

人 er、By 和 证 泪 米 度量 榨 岳 线 。 

因为 在 定 行 投 f 的 莘 比 从 变 , 计 以 回 训 六 度 ez 特 折 线 的 对 应 段 所 分 成 的 分 数 与 原 
尺 浴 e, ,将 原 折 织 的 网 - 慌 所 分 成 的 分 数 相 铸 。 


调 知 ， 郑 果 zw 一 Uy 5， 那么 za 一 i 4.5, 这 里 zz 和 zx 分 划 起 点 江 的 原 俩 坐标 和 
轴 测 狂 坐 村 


央 攻 ,月 名 测 尺 谋 呈 出 的 轨 测 伏 标 在 数 注 
2.， 瑚 在 党 将 玫 他 > 笠 点 A、B'C 
已 弄 企 厂 带 中 三 条 儿 是 互 寿 答 直 的 ， 因 此 我 们 最 -个 三 条 互相 垂直 的 轴 的 磺 和 0*x*y*z*。 
然后 , 在 原 展 中 作出 坐标 折线 B*C*D*MY、BYE*4* 各 等 。 这 时 , 要 使 折线 务 眉 下 行 于 相应 的 

坐标 铀 , 并 下 在 复原 这 些 坐 标 折线 时 亚 肌 原 尺 度 e。 和 是 然 , 在 这 些 条 件 下 ， 当 将 侍 标 系 O*x*y*z* 

与 COzgyz 重信 利 , 沪 们 所 复原 的 点 4*、B*、,0* 等 等 将 与 原形 体 中 的 点 4、B,C 等 壬 重创 。 

所 以 , 我 们 所 作 的 单 面 图 是 其 存 可 道 性 的 。 

设 给 出 畏 测 物 0O'zYz' 和 轴 测 只 度 er、e; 和 es (图 410)。 给 出 点 的 原 坐 奈 ， 4 0，2) 

和 BL3,3,5), 求 作 线 自 48 的 力 齐 投影 。 

汇 然 冶 道 用 部 测 尺 度量 出 的 轴 测 举 标 在 数值 |. 笃 于 原 坐 标 ， 六 此 就 可 以 作出 缉 测 又 标 折线 
O47 和 CD 有 五 。 璧 如, 坐标 折线 0 .4.4 的 一 段 OA 将 包含 一 个 轴 测 单位 6&, 而 坊 出 役 则 
也 念 两 个 钠 测 单位 es (在 本 例 中 ， 坐 标 折线 0'45 4' 中 平行 于 贺 0Y 的 那 一 段 等 子 等 ?等 每。 用 
直 浇 连接 所 得 的 点 4 和 B" 就 得 到 线段 4B 的 轴 测 投影 4'B"'。 

4， 现在 不 难看 出 ， 士 述 方 法 的 特点 是 : 轴 测 活 (xeTom agcoHoMeTpHHJ 图 是 一 种 用 米 作 有 具 
有 可 逆 性 的 直观 单 面 图 的 坐标 法 。 . 

5， 取 谷 各 面 Wry Orz 和 0843 分 别 作为 投 浓 面 1 、 Ts 和 瑟 s， 然 后 将 点 并 投射 到 这 些 平面 

上 。 于 古 点 奴 于 :和 3 分 别 姜 点 如 的 水 平 投 影 、 正 面 投 影 和 侧 商 找 影 ( 图 411,a)。 引 出 所 有 可 

能 的 连 系 线 , 我 们 就 符 央 六 条 坐标 折线 ; 轩 广 和 U0、 和 0 和 .OM NM.0、 Ms,0 


。 原 尺度 的 投影 ez ee: 称 为 轴 测 尺度 。 
旧 标 折线 。 佐 如 , B'C'D'' 是 点 M' 的 轴 测 坐标 


站 总 笠 于 原 玖 标 。 


半 ” 后 面 各 藻 所 赦 的 者 只 限于 到 坟 测 梳 影 面 【的 平行 投射 。 
加 应当 注意 ; 在 图 409 上 所 给 的 是 射 搜 是 ,因此 折线 的 任何 一 段 的 投影 的 长 度 可 能 小 于 、 大 于 址 笔 于 它 的 原 长 多。 
远 ”让 希 腊 文 申 *"a&ov (Camcom; 起 轴 , He Tp$w (Me 印 eo0) 是 席 蜗 , 也 扣 悬 泊 辆 诬 量 。 


3 ~ 8 


图 410 图 411 

条 .0， 每 条 折线 都 可 以 确定 点 再 在 体系 0x9z 里 的 位置 。 

平行 于 方向 s 将 体系 (Oxys; 肛 ; 时 ,导入 5) 投 射 到 平面 "上 ， 便 在 下 商 下 上 得 到 体系 
(O'z'y'z5 用 ;和 ;M$ MS) (图 411,6)。 这 揪 MM' 足 原形 点 放 的 轴 池 投影 ,而 点 MM 和 开 和 是 点 
于) Ma 和 叶 s 的 负 副 投影 。 局 六 刘 号 

几何 元 素 在 华 标 面 上 的 投 影 的 铀 测 投 影 称 为 次 投影 (这 个 术语 是 B. HH. 库 尔 入 莫 类 教授 提 
出 的 ) 或 底 。 

不 淮 证 上 时， 如 果 给 出 了 点 的 轴 测 投影 和 它 的 
一 个 底 ， 就 可 以 作出 这 个 点 的 轴 釉 从 标 折线 人 了。 

由 此 得 出 , 画 人 在 轴 测 图 上 的 物体 ,如果 任 和 何 一 
点 都 可 以 作出 它 揭底 , 这 轴 测 图 就 是 可 逆 的 。 体 这 
时 轴 湖 尺度 必须 预先 给 定 。 

图 412 举 出 一 个 轴 测 图 ， 图 中 画 出 所 西 物 体 
的 一 些 点 的 底 。 以 后 , 只 有 在 必要 的 时 候 , 我 们 才 
指出 并 标记 出 所 画 物 体 上 的 吉 的 底 。 

6， 为 了 存单 所 图 上 获得 下 观 的 图 象 .投射 方 。 了 革 
商 不 应 平行 于 被 投射 物体 的 坐标 三 面 形 0zgyz 的 
再 标 而 Orzt ,Orz 束 032 中 的 媒 何 一 个 ， | 图 412 

如 果 投 射 方向 平行 上 其 中 一个 坐标 面 , 则 这 个 坐标 而 { 或 与 它 平 行 的 任何 平 人 面 ) 的 投影 退化 为 一 直线 ， 而 使 
图 形 拓 去 直观 注 。 侠 如 在 作 图 413 时 , 投射 方向 于 行 于 琢 标 面 02y， 二 是 角 铁 的 楼 面 BCDE (在 本 例 中 这 个 按 面 


思 点 在 伴 系 Ox' yx’ 里 的 位置 也 必用 住 总 岗 个 次 投影 , 三 全 坐标 等 网 定 。 
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与 从 标量 Dzy 重合 ) 的 投影 5'C"D'' 使 退化 为 直线 段 , 角 铁 上 平行 于 平面 0xy 的 共 它 棱 王 也 进化 为 直线 段 ， 因 
诬 使 图 象 旺 少 立 体感 。 如 困 投 射 方 向平 行 于 任 一 条 坐标 轴 (或 者 半 行 十 商 个 坐标 旱 )， 阳 就 更 标 没 和 立体 感 了 ， 
困 为 这 时 该 坐标 轴 的 投影 退化 为 一 个 点 、 而 厌 形 体 上 所 有 与 这 条 轴 乎 行 的 直线 的 投影 也 都 进化 为 一 些 点 (图 
4]4), ‘ 


图 413 图 444 “ 


7 轴 蛮 投影 通常 分 为 三 测 ( 这 时 三 个 轴 测 尺度 部 不 相同 )、 二 可 (这 时 三 个 铀 宰 尺 度 中 有 了 商 
个 相符， 例如 ez 一 @; 记 e:》 和 等 测 { 这 队 :个 轩 测 尺度 都 相同 ) 中 。 

这 时 如 果 投 射 方 商 与 轴 测 投影 面 巧 组 成 贷 角 ， 则 投影 称 为 斜 秃 测 投影 , 如 果 投 射 方 向 厂 点 
于 平面 I， 则 记得 的 负 炙 投影 称 为 正 纤 测 投影 ( 亦 即 法 向 轴 市 投影 ) 。 


$ 2， 波 尔 克 定理 : 原 尺 度 和 轴 测 投射 方向 的 确定 


I， 作 和 由 测 转 时 , 必须 知道 在 阁 上 可 以 怎样 选择 轴 训 办 和 轴 测 只 底 。. 

轴 测 投影 的 基本 定理 〈 波 尔 克 定 理 ) 回 等 了 这 个 问题 ， 恋 定理 断言 ， 图 而 (II) 上 的 轴 测 轴 
和 轴 . 上 上 尺度 的 选择 可 以 是 :完全 任意 的 名 。 

在 平面 HI' 上 ， 前 过 同 一 个 点 作出 三 条 不 重合 的 直线 Ox'、.O'¥ 和 O'z', 并 分 别 丰 线 上 截取 三 
条 任意 长 度 的 线段 08 一 e208 二 @, 和 0D'R: 一 e5， 这 时 ， 就 可 根据 上 述 定型 盯 定 ， 这 个 给 出 
药 图 形 可 以 看 作 是 三 条 也 相 垂直 的 并 分 别 在 它们 上 面 人 本 生 的 和民 可 民 OE,.—08,--08,~e 
的 誉 标 负 Ozgz 的 平行 投影 。 


2 外 在 来 说 明 怎 梓 根 据 轴 测 尺 宕 乒 出 其 原 凡 度 。 

设想 开 三 条 也 相 和 泪 直 的 侍 标 畏 0x9s 和 一 个 以 点 加 为 球 心 、 半 径 营 于 某 原 有 尺度 e 的 奈 面 中 {图 415}。 这 球 
面 称 为 尺度 球 醒 , 它 在 轴 上 蕉 出 等 于 长 半径 的 线段 OK、.OF 和 OZ。 

坐标 面 Oxy、Ozz 和 Ogs 与 球面 相交 十 国 工 志和 六 网 的 半径 等 于 球面 的 半 和 。 

如 玉 沿 着 个 平 行 于 任 一 坐标 面 的 茶 方 向 a 将 所 得 的 形象 投射 到 平 而 人 "上, 我 们 就 得 到 这 个 形象 的 畏 滑 由. 
何 时 酋 截 线 了 2 和 当 投 壬 为 籽 网 1,2" 和 3 子 ， 与 这 些 梢 加 外 切 的 精 回 4 构 成 了 在 商 了 上 球 而 回 珊 投影 的 外 天 


EN 
Y 龙 3 


名 希腊 文 rptterpo5KCmpmxerpog) 的 意义 是 三 维 的 .8 尼 CMae) 是 两 次 的 , 而 iwt tasoc) 是 相等 的 。 
基因 此 ,在 一 般 情 况 下 , 轴 测 体系 {05'9 zx' 1 ey ez) 由 五 个 独立 参数 来 确定 ， 即 三 三 个 轴 讲 尺 庶 和 两 个 轴 间 育 。 
证 明 参 看 第 -一 童 $7 
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图 415 


容易 看 出 , 线段 0'X'、0O'Y"' 和 0'2' 中 每 一 对 都 起 对 应 椭 贺 的 区 办 半 直 和 检 ， 它 们 表现 为 轴 测 尺度 es, es 和 
人 5 同时 情 风 4 的 短 半 轴 总 等 于 球面 的 半径 , 即 等 于 原 尺度 e{ 因 为 投射 球面 的 曲面 是 旋转 柱 面 )， 

知 明 欠 切 于 椭 因 1'、2 和 3' 的 不 是 髓 加 而 是 加 ， 谍 表示 已 知 的 轴 测 体系 是 正 轴 测 体 系 而 不 是 姻 轴 测 体 系 ， 
因为 只 有 在 正 投射 时 球 的 投影 才 是 一 个 圆 。 旦 然 , 在 这 种 情况 下 , 原 尺 度 单位 。 等 于 这 个 网 的 半径 。 

3， 现 在 来 说 明 怎 样 根据 图 形 确定 轴 测 投射 方向 。 : 

不 村 者 出 , 和 外形 桥 网 4' 的 长 轴 4‘B' 是 尺度 球面 中 上 与 投射 方向 4 垂直 的 直径 4B 的 投影 .( 图 416) (由 此 
A'B'=AB: sinq 一 26: sinq), 而 短 轴 0'D' 是 平行 于 平面 0 三 IL 的 直径 CD 48B8 的 投影 (由 上 比 C'D'=2e) 了 朵 
时 不 蕉 看 出， 通过 球 心 0 并 平行 于 投射 方向 8 的 投射 平面 三 的 水 平 投影 , 和 轴 注 投影 与 长 纳 4'B"' 重合 。 
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但 设 我 们 有 外 形 情 圆 弛 (图 4177)。 隐 长 轴 才 好 为 直径 作 硬 ,然后 在 圆 上 从 点 A'( 或 8") 以 等 于 短 斩 BC 的 
半径 岗 上 或 阿 于 载 取 点 至。 角 中 即 为 所 求 。 如果 在 学 轴 上 作 贺 也 可 得 到 辕 樟 的 绪 果 。 原形 体 再 到 平面 开 的 、 
投 财 方向 -一 共 可 以 有 四 种 , 在 图 上 用 稍 头 i、 2 和 4 起 示 。 

全 配置 在 意 两 条 坐标 轴 ， 例 如 Oy 和 0, 使 平行 于 平面 TT '( 图 418)， 这 时 在 这 两 条 轴 上 截 
取 的 原 尺度 (以 及 两 轴 之 间 的 直角 ) 投 射 到 平面 I 上 不 会 变形 。 如 果 投 射 方 向 选择 得 合适 ， 就 
可 使 第 三 个 轴 调 尺 座 具有 预先 给 定 的 任意 值 ， 它 可 等 于 、 大 于 或 小 于 e( 但 村 >>0 及 <<o0); 同时 ， 
可 以 合 第 三 条 轴 测 辅 具有 任意 的 方向 。 2 
上 由 于 这 时 其 中 一 个 直立 的 华 标 而 (在 本 例 中 是 平 而 08z) 平 行 杆 全 ”所 以 这 种 形式 的 轴 测 按 


一 


Co 二 各 
大 Ne 059 


CT 
困 418 . 图 419 图 《420 


3. 使 一 条 桨 标 轴 平行 于 平面 工 , 则 在 这 轴 卡 哉 到 的 原 尺 底 e 投射 到 TI 上 是 不 变形 的 。 
如 果 投 射 方 向 选择 得 合适 , 就 可 合共 余 两 条 轴 的 轴 测 尺 褒 具有 预 先 给 定 的 值 , 它们 可 等 于 .、 大 于 或 小 于 尺度 
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2 (但 要 大 士 07em, 而 小 于 无 穷 天 ) 。 
图 420 表示 出 一 种 很 有 实际 意义 的 情况 ,这 时 三 条 轴 的 轴 测 尺度 都 竺 于 原 尺 度 (ez 一 对 一 从 一 扩 2。 该 情 沈 
使 得 这 种 轨 测 投影 的 作 岂 变 得 很 容易 , 而 二 和 钱 王 用 作 回 写 。 因 此 这 种 全 等 测 投影 大 时 称 为 军用 逃窜 . 
如 果 我 们 保持 轴 测 尺度 模 等 而 改变 任意 两 条 轴 的 类 角 , 这 个 体系 就 村 应 于 另 一 个 未 甸 的 原 尺度 @, 而 彼此 惕 
等 的 轴 测 尺度 在 这 里 就 不 再 笠 于 深 尺 度 了 。 


§3. 变形 系数 
1 前 面 已 指出 了 采用 任意 选择 的 轴 测 尺 庶 时 非常 不 便 ， 所 以 实际 上 常 采用 所 谓 变 形 系 数 ， 
变形 系数 的 应 用 可 使 轴 测 投影 的 作 图 大 为 简化 。 
轴 测 尺 底 与 对 点 的 原 尺度 之 比 称 为 变形 系数 。 


如 果 用 4 表示 0x 轴 的 变形 系数 ,bw 表示 08 轴 的 变形 系数 , 以 及 如 表示 0% 轴 的 变 形 系数 ， 
就 可 写成 ; 


! ' + 
e 已 e 
如 二 ~ 之 ， 0 一 二 和 丸 一 二， (1) 
各 ey ex 


或 襄 ， 由 于 我 们 采用 了 Br— By 2, = 则 、 
we v= 外 和 w= | (2} 


无 论 治 哪 - “条 轴 测 轴 的 变形 系数 都 可 以 用 任意 线段 的 轴 测 投影 的 长 度 与 读 线 段 的 原 长 庆 之 比 米 
表示 , 只 要 原 线 段 平 行 于 所 说 的 轴 测 斩 , 因此 : 
Buz, y=vy 和 和 wg | 42) 

如 果 知 道 了 轴 测 尺度 , 变形 系数 就 可 以 确定 。 实 际 上 , 根据 已 知 的 轴 测 尺度 e;、e; 和 e: 我 山 
原 尺 度 e 之 后 ， 就 可 从 式 (2 找到 wx、? 和 xz。 有 显然 , 如 果 三 个 次 形 系数 彼此 相等 (x 一 vz 二 w)， 则 
轴 测 图 是 等 测 的 ; 如 果 两 个 变形 系数 个 此 相等 ( 阅 如 ve= wssz)， 则 铀 测 图 是 二 测 的 ; 最 后 ， 如 果 
4 二 2 三 w 左 则 辅 测 图 是 三 测 的 。 

2， 我 们 来 看 一 看 , 如 果 给 出 变形 系数 来 代替 
负 负 败 度 时 , 怎样 作 轴 栖 图 和 使 抽 测 图 复原 。 

说 x=.0.75;2 一 1.5 和 岂 二 3( 图 421)。 求 作 点 
4 的 负 测 图 , 这 个 点 的 坐标 (8, 12, 10)7 的 单位 是 塞 
米 。 用 公式 (2' ) 计算 出 轴 测 折线 各 有 段 的 长 ，# 二 
%T 二 0,75 8 一 6mm ( 线 眉 0'4'.); 9=2.g==1.5 
<12 一 18mm 《线段 4', 41); 5=w:z=3x10 
=30mm《 线 段 44， 以 后 的 作法 在 图 上 已 经 表 
示 得 很 清楚 了 、 

这 个 图 的 复原 可 以 同样 简单 地 完成 。 则 423 乡 


中 这 可 由 阿波 洛 尼 亚 定理 得 出 。 参看 而 达 蕊 尔 < 初 等 几何 学 ?, 莫斯科 ,国家 数 罕 出 版 社 , 1938 年 版 ,第 二 册 , 第 419 页。 
人 @ 证 明 然 看 了 中 ， 切 竺 维 彰 新 等 < 固 靶 几何 教 径 >, 莫斯科 ,国家 技术 理论 书籍 出 版 社 , 1956 年 版 ,第 365 页 。 
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用 猎 胡 宣 米 刻度 的 普通 直 尺度 量 ( 参 看 图 421) 坐 标 折线 O 4 444 的 各 跋 , 丸 然 , 这 时 得 到 : 
E=0'4'.=6mm;y= A.Ai=18mm fz=A14’—30mm, 
采用 图 上 所 示 的 变形 系数 , 就 可 由 公式 (2' ) 找 到 原 坐 标 折 线 的 各 段 的 长 ; 


这 个 图 的 复原 就 完成 了 。 
总 之 , 用 变形 系数 代替 轴 测 尺度 并 不 破坏 轴 测 斤 的 可 逆 性 。 
3， 具 公式 {2} 得 出 :8:w 二 es :60:8:, 亦 即 变形 系数 与 辕 测 尺度 成 比 阅 。 这 样 ,给 则 了 铀 测 尺 论 、 我 们 就 知 
道 变形 系数 之 比 , 反之 , 络 出 了 变 彩 系数 .就 知道 轴 测 尺度 之 比 。 
4， 我 们 知道 , 轴 测 尺度 是 一 些 互 不 相关 的 数值 。 然 而 变形 系数 却 不 是 互 不 相关 的 ， 它 们 出 
一 定 的 关系 彼此 联系 普 。 
现在 求 研究 正 轴 测 投 影 的 变形 系数 彼此 之 间 是 怎样 联系 的 。 
定理 下 轩 测 投影 的 各 变形 系数 的 平方 各 等 于 2: 
外 十 9? 十 风 ? 一 2。 (3) 
设 (O'z'y'z', es, ey, es) 是 原 和 体系 (Oxyz, e) 的 正 轴 测 投影 (图 122)。 
用 a 和 和 Y 分 别 表示 轴 0x、Oy 和 0z 对 投影 面 0' 的 倾角 , 沿用 &',B' 和 Y' 分 别 表示 旧 轴 0x, O04 
入 0z 与 投射 方向 00' 所 组 成 的 类 角 ( 注 意 , 00" | 可")。 角 a!、B! 和 Y' 称 为 方向 角 。 我 们 指出 ， 
=90° 一 a;B'=90° 一 和 和 一 90 一 Y, 因为 二 角形 00'z,00'y 和 00'z 都 是 直角 三 角形 。 
住 解 析 刀 倍 中 已 证 明 , 三 个 方向 角 的 余 消 的 平方 种 千 于 I@; 
cosia!— cos:B!-. cos?Y!—1, (4) 
但 cos0!= gina; cosB':: sinB 和 cos Y! = sin Y, 
在 公式 ( 少 中 将 角 BY 的 余弦 代 以 余 角 的 正 芝 后 , 得 到 ;: 


sin?a-- sin2 和 十 sina2y =- 1 


或 《1 一 cogsa) + (1—cos*B} 十 人 1 一 cos2y) 一 ]。 
由 此 
cos2za 十 coa2 十 cos2Y 一 2。 {5) 
在 正 投 射 时 , 被 投射 线段 的 投影 对 该 线段 之 比 等 于 它们 之 间 的 夹 角 的 余 。 因 此 , 
OF er , OEy ey 
OF ge OF 一 人 os 


QD 不 妨 重 所- 一 下 这 个 结论 。 正 平行 六 面体 (图 和 23) 对 角 线 的 平方 等 二 该 对 弟 线 的 三 条 部 边 的 平方 和 : (007): 一 (90 
十 (00%): 二 000。 但 40s=00’ eqsa',00, 一 00’ cosB! 和 00: 一 00’ eogYI， 这 里 ol, 角 和 Yi 是 直线 00' 的 方向 角 。 经 
过 要 应 的 代 换 之 后 , 得 ; (007): 二 {00’ cosaDi (00' cosfi]z 十 (ODreosYDe 或 化 障 为 aogsai 十 eos 霄 1 十 os?2Yi 一 TI 
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, 5 :pr f 
和 经 。 一 一 cosY。 《6 ) 
名 


OE; 
由 此 根据 公式 (1) 
包 一 cosGi 9 一 cngs 日 利 思 = roay。 (6) 
经 过 相应 的 代 痪 之 后 , 就 得 到 公式 (3) 


袜 十 给 十 2 一 2。 


图 423 


5， 我 们 米 益 明 , 正 轴 油 投 影 变 形 系 数 可 以 有 怎样 的 数值 。 首 上 先 根据 公式 (6) 我 们 有 : 
Ouel; Ov 0 wl (7) 
应 该 指出 , 如 果 有 一 个 变形 系数 等 于 零 ( 只 能 有 一 个 变形 系数 等 于 零 ), 就 表示 对 应 的 原 伐 标 
轴 对 平面 LL 的 粘 角 的 您 续 竺 于 零 , 亦 即 该 轴 垂 直 于 1", 这 时 另外 两 条 毕 标 思平 行 于 工 '， 因 而 这 
两 条 坐标 轴 的 变形 系数 每 于 1, 而 公式 人 3) 在 这 情况 下 仍然 是 正确 的 (图 41 和 9 。 
如 果 有 一 ' 个 变形 系数 等 二 1, 这 就 表示 对 应 的 坐 慰 轴 对 平面 H' 的 倾 集 的 余 粥 等 于 1, 即 该 加 
平行 匡 。 在 这 情况 下 共 余 两 个 变形 系数 的 平方 和 也 黎 于 1， 主 是 我 们 得 到 如 图 413 所 示 的 情 
并 不 是 所 有 满足 条 件 (7) 的 三 个 数 都 可 以 是 变形 系数 。 


山 公式 7) 得 出 
0 SL, 0 CY, Ow 1 (8) 

于 是 根据 公式 [37 和 (8? 可 以 写成 : 
1 + 2 1 一 0 扫 2: <22 一 < (8') 


总 之 ,如 果 除去 极限 值 , 在 目 贺 测 投影 竖 任 意 央 个 变形 系数 的 六 方 和 大 二 1 而 小 于 2。 
这 样 , 给 出 了 两 个 变形 系数 -第 三 个 变形 系数 不 能 任意 给 出 ， 因 为 它 妥 根据 两 个 已 知 的 变形 
系数 由 公式 (3) 定 出 ] 之 后 , 还 必须 检验 它们 是 答 满 足 公 式 (77 和 (8 )。 例 如 ， 不 能 给 出 04 和 0.7 


这 样 两 个 数 , 因为 它们 的 平方 和 小 于 1。 
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但 是 ,变形 系数 给 出 之 后 , 轴 测 轴 就 不 能 任意 选取 ， 因 为 变形 系数 和 二 问 角 是 吾 相 尖 偿 的 数 
蔓 , 调 吕 在 正 轴 油 投影 里 . 给 出 两 个 变形 系数 之 后 ， 第 三 个 变形 系数 和 各 轴 测 轴 的 方 呈 就 害 确 定 
了 G。 反 之 , 轴 宰 辆 给 出 之 后 (这 财 ， 这 些 轴 应 当 满 中 在 § 4 里 计 论 的 条 件 ) 就 确定 了 各 个 变形 系 
数 。 

这 样 ,下 轴 油 投影 由 两 个 参数 确定 ; 两 个 变形 系数 或 战 个 轴 阅 角 (根据 已 知 的 一 个 轴 间 角 和 


全 


一 个 变形 系数 也 可 以 作 正 轴 测 投影 , 不 过 实际 上 并 不 应 用 )。 


6， 对 于 斜 轴 测 投影 , 情况 有 些 不同 。 这 时 , 各 变形 系数 之 间 的 关系 应 当 请 是 下 面 的 条 件 : 
名 二 入 十 如 2 一 2 十 etg2op， {9} 
式 中 四 是 投射 方向 对 投影 面 人 的 倾角 到 
如 果 取 投射 方向 垂直 寺 平 而 IT 则 etggp 变 为 4。 因 此 , 公式 (3) 就 是 公式 (9) 当 qq 二 90' 时 的 特 珠 情 形 。 
总 之 , 在 余 轴 测 投 影 果 , 各 变形 系数 的 平方 和 估 丁 2。 
7。 由 公式 (9) 每 出 , 在 知 轴 测 投 影 里 , 各 变形 系数 应 满足 下 列 条 件 : 
Ou DEDEL OF OCW OT (10) 
实际 上 , 这 里 也 要 除去 那些 极限 值 。 共 实 , 如 果 让 一 个 变形 系数 等 子 零 ( 愉 能 有 一 个 变形 系数 党 于 零 )， 则 相应 的 
原 举 标 辅 在 站 面 了 I" 上 的 投影 退化 为 -点 , 而 当 三 个 变形 系数 都 等 于 无 穷 大 时 《 仅 当 投射 方向 平行 于 平面 开 时 
才 可 能 和 这 种 情况 ), 图 象 就 失去 合 义 。 在 特 侏 情况 下 , 当 和 相应 的 轴 测 尺度 和 原 尺 庭 入 他 时 , 可 能 和 有 一个、 两 个 变 
形 系数 竺 于 1 参看 图 418) 践 三 个 变形 系数 都 等 千 1( 参 看 图 42 中。 在 一 般 情 况 下 , 三 个 变形 系数 不 都 等于 1, 其 
至 被 此 之 向 也 本 完 信 相等 。 
但 并 不 是 凡 满足 上 述 条 件 的 任何 三 个 数 都 可 以 是 笑 轴 阐 投 影 果 的 变形 系数 ， 任 他 两 个 变形 系数 的 平方 和 还 
要 满足 下 列 的 条 件 
1 0 1 
和 1 所内 十 出?<cou (10') 
任意 形 必 的 禾 勿 测 投 影 实际 上 很 少 采 用 。 通 常用 的 全 轴 洲 投影 是 大 家 熟悉 的 形式 ， 如 图 419 所 东 (w=0.5 
== 1), 
丰 队 也 条 用 变形 系数 的 比 来 给 定 加 办 测 投影 , 如 果 能 鲜 顶 先 看 山 , 在 给 出 的 具体 情况 卞 ， 所 醒 物 体 消 堵 一 条 
轴 汗 钠 的 方向 拉 促 或 沿 哪 一 条 轴 的 方向 压缩 最 为 有 利 , 这 时 采用 这 种 方法 最 为 方便 。 


“精确 的 "和 "简化 的 ” 轴 测 图 
1， 根 据 给 出 的 变形 系数 作 亏 测 图 时 ， 必 须 进行 一 些 计算 工作 。 敬 如 ， 要 在 体系 (O'z'y 3 
0.86, 0.58, 0.96) 里 作 一 个 相当 复杂 的 物体 的 负 油 投影 时 , 就 必须 将 物体 上 世 右 平行 于 轴 0z 的 尺 
寸 飞 以 0.86, 将 疏 行 于 轴 08 的 尺 症 乘 以 0.58, 再 将 平行 于 轴 0x 的 凡 寸 乘 以 0.96@。 
为 了 减轻 计算 工作 , 我 们 将 共 中 - -个 变形 系数 简化 为 1， 而 将 其 余 两 个 作 相 应 换算 ， 这样 一 
来 ,“ 不 方 鸽 的 ?变形 系数 就 被 “方便 的 ?变形 系数 代替 了 。 


他 ”根据 正 轴 测 投影 的 全 和 铀 测 轴 必 然 是 某 个 三 角 交 各 内 市 的 等 分 线 ， 读 二 用 于 的 过 汪 变 培 系数 的 千 方 虚 
比例 。 

售 ”这 个 公式 的 推导 ， 参看 格拉 柱 话 天 和 切 特级 得 新 的 等 你 . 

鑫 ”符号 "oo" 应 半 型 艇 为 : 相应 的 数值 随便 多 大 者 行 , 但 意义 上 总 是 在 下 境 的 。 

你 ”关于 应 用 图 解 本 法 的 问题 这 里 不 付 论 , 如 果 应 用 这 个 方法 就 可 省 去 计算 工作 (参看 本 瘟 上 12?。 
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党 如 在 刚才 担 到 的 便 子 里 , 将 系数 8 一 0.96 简化 为 .1 显然 , 这 就 要 取 关 数 严 一 104 这 个 加 
数 与 的 乘积 为 1。 nh ler ee (我 们 将 称 这 个 因数 为 往 化 系数 ) 后 ， 就 
得 到 : .86 x 1.04= 0.9 和 0.88x1.04 一 0.6。 人 精确 的 ” 变形 条 数 ) 有 所 区 别 ， 这 
些 新 得 到 的 变形 系数 称 为 “简化 的 i J 

简化 变形 系数 用 以 了 和 责 交 未 。 显然。 

U=m-u; 下 一 各 -9 WW=mw, ER {11y 

因为 当 变形 条 数 这 样 改 变 时 , 图 象 的 形状 并 不 改变 , 只 是 按 比 例 改 变 它 的 大 小 , 所 以 , 变形 系 . 
数 的 这 种 改变 , 相当 于 以 C 为 中 心 、 以 机 加 而 基 的 科 术 开交 〈 相 似 变换 )。 这 种 提 禹 图 称 为 ; 
简化 轴 测 图 。 

2. 简化 系 教 四 也 称 为 销 测 困 的 比例 0。 这 样 ， 各 果 比 例 是 用 通用 的 形式 标记 则 当 用 简化 变 
形 系数 0.9、0.6 和 工分 别 代 者 变形 系数 9.86、0.58 和 0.96 时 ， 人 姐 象 的 比例 可 标记 ， 
为 : 1.04:1。 Us 

不 难看 出 ， 图 象 的 可 逆 性 不 依 束 于 图形 是 用 * 靖 确 的 * 变 形 系数 作出 还 是 用 。 简化 的 "变形 系 
数 作出， 与 这 个 问题 有 关 。 


$5， 迹 线 三 角形 和 变形 系数 


1， 设 将 原 坐 标 系 0zyz 正 投射 到 平面 II 上 (图 424)@。 用 直线 段 将 原 兴 桩 轴 与 平面 [1' 的 交 
点 六 了 和 多 迷 接 起 来 , 就 得 到 三 角形 XYZ@, 这 个 三 角形 天 为 有 级 三 角形 不 难看 出 、AXYZ= . 
S Y'2', 


be Feo td dl dA A odsbd 六 网 时 他。 


平面 内 于 是 , 当 直 线 OZ 和 XY 正 投射 到 平面 0 二 时 这 两 条 直 后 的 直角 投入 
因此 , 0'2%' 大 Y。 同样 可 证 明 0’X' YY' 和 OF X'Z', 

2， 直 角 二 面 形 的 任 一 三 角形 截 线 总 是 锐角 三 角形 。 因 此 , 迹 线 三 有 角形 总 是 锐角 的 9， 并且 
在 止 轴 测 投影 里 坐标 原点 0 的 轴 测 投影 0' 总 与 海 纺 有 条 和 浊 心 重合 。 (在 作 灿 测 投影 里， 这 
种 重合 是 不 存在 的 )。 

根据 迹 线 三 角形 是 锐角 的 这 一 性 质 ， 还 可 推导 出: 要 人 上 和 过 一 人 的 三 和 


中 ”比例 是 指 这 样 一 个 数 ， 人 由 这 个 定义 得 出 “图 后 
的 比例 "与 “变形 系数 "是 完全 不 亲 的 商人 小 额 念 , 而 水 能 将 它们 混 滑 起 类。 

加 为 了 使 图 424 更 辑 喜 观 , 这 些 坐 标 面 都 着 作 是 不 透明 的 。 加 

多 ”因为 已 腊 定 任 一 原 举 标 灿 Ox. Oy 或 9z 都 不 平行 于 吕 ', 歼 迹 线 三 : 角 苍 一 定 存在 。 

轧 这 可 用 下 面 的 理由 证 搓 : 如 果 从 点 口 对 选 线 三 角形 的 边 XY 上 各 线 O4( 参 看 图 424), 就 租 到 俐 迪 为 42 的 直角 三 硒 
形 .402, 直 角 边 O4 和 OZ 的 正 ( 轴 一 ) 朗 影 07 4 和 07 2 便 与 该 借 边 重合 。 于 是， 我 们 有 两 个 直角 忆 角 形 XO7 和 A02, 并 
从 它们 的 意 竟 顶点 分 别 作 出 了 对 身边 了 了 和 2 名 移 重 线 04 和 00 ,这 时 点 4 便 位 在 点 和 了 之 间 ， 而 点 0' 嫌 位 在 点 4 和 
Z 之 向 ， 贿 紫 , 迹 战 三 角形 的 重心 位 在 法 三 角形 之 内 , 丰 凡 何 学 知道 ， 只 有 锁 角 三 角形 才 具 有 这 个 性 质 。 
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正 负 测 投 影 的 输 测 辅 , 其 必要 的 和 充分 的 条 件 是 什么 。 

假定 在 平 而 世上 有 三 条 通过 点 0' 的 直线 z'、y 和 2'。 每 两 条 直线 将 平面 分 成 两 个 角 (一 对 
对 项 角 看 作 是 一 个 角 )。 第 三 条 直线 在 其 中 - 对 对 硕 角 之 肉 。 由 两 条 直线 组 成 的 这 个 角 称 为 
分 鹿角 (例如 , 图 424 上 的 人 0'0'B'), 而 与 它 相 邻 的 角 将 称 为 非 分 割 角 (例如 二 X'0'B')。 十 是 
之 , 任 疙 两 条 已 知 直线 所 组 成 的 每 一 个 分 着 角 必 须 是 鲁 角 )。 事实 上 , 设 XY 了 'Z' 嘴 菜 -个 正 轴 漠 
体系 的 还 线 三 角形 , 则 根据 上 面 所 证 明 的 定理 : i 

TY Ss; y XZ'; 2 | RY', | 

由 四 角形 0'B'2'0' 得 出 9 二 180* 一 n。 但 nn<90”， 因为 人 X'Y'Z' 是 锐角 三 角形 。 因 此 -8 
之 90”, 于 是 存 轴 z" 和 之 说 的 分 割 角 0 是 钝 角 , 但 角 4 是 角 瑟 'O0'B' 的 邻 角 , 因此 , 在 铀 z 和 
之 间 的 非 分 审 佣 六:0'B' 吓 锐角 。 同 样 , 如 果 研 究 一 下 四 角形 0'4'X'B' 和 0'C'Y'4', 就 可 以 得 出 
这 样 的 结论 ， 在 轴 z 和 z“ 以 及 六 和 2" 之 间 的 分 割 第 好 起 钝 角 , 而 韭 分 割 角 是 锐角 。 
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3， 平 面 上 任 沧 一 个 锐角 三 角形 都 可 以 作为 某 一 正 灿 测 体系 的 迹 线 三 角形 。 同 笠 , 还 可 以 确 
定 原 坐 标 轴 的 位 置 以 及 这 些 负 的 变形 系数 。 正 略 测 投影 也 可 以 用 轴 测 轴 给 出 。 这 时 原 坐 标 轴 的 
位 置 以 及 这 些 轴 的 变形 系数 也 可 以 确定 。 现 在 来 说 明 它 们 的 作法 。 
以 迹 线 三 角形 的 边 ZX 三 互 了 ”为 旋转 轴 ， 并 使 原 坐 标 三 面 形 的 楼 面 0XY 《其 轴 测 投影 是 
人 OT) 与 平面 LL' 重合 。 这 时 , 点 0 在 泪 直 于 旋转 轴 环 的 平面 瑟 内 移动 (图 424)。 在 重合 之 后 
点 0 的 位 置 5 可 以 根据 这 样 的 条 件 提 到 , 即 万 应 当 位 在 丈 上 ， 而 且 是 一 个 直角 的 顶点 , 这 个 直角 ， 
在 重合 于 平面 I 的 楼 面 GXY 上 , 呈现 实 形 。 因 此 , 点 0 必然 位 在 以 了 'Y' 为 直径 的 半圆 与 直线" 
(平面 的 轴 测 投影 ) 的 交点 上 (图 425)。 
同样 地 使 三 面 形 的 楼 面 OXZ 和 OFZ( 其 投影 分 别 为 三 角形 0'X'Z' 和 0'Y'2') 填 合 到 平面 
II 上 。 
现在 , 在 灶 面 册 ' 上 得 到 原 三 面 形 的 兰 个 楼 面 的 实 形 。 
利用 公式 (2') 可 宵 定 变形 系数 : 
XO XO DO Te 
机 


w -20_20, G2) 
ZO ZO 

由 此 看 出 , 如 呆 使 坐标 三 面 形 的 全 一 个 楼 面 与 平面 IT' 重合 , 就 串 定 出 三 个 变形 系数 中 的 师 
个 。 臂 如， 使 楼 面 OXY 重合 后 可 找 出 wx 和 ?使 楼 面 OX2Z 重合 后 名 找 出 w 和 刀 , 最 后 ， 使 楼 面 
OF 多 重合 后 可 找 出 vg 和 zz。 四 

内 站 , 如 要 根据 给 出 的 迹 线 三 角形 来 确定 变形 系数 , 具 需 使 原 三 面 形 的 一 个 棱 面 与 平面 11' 下 
合 , 然后 用 公式 (127? 找 出 两 个 变形 系数 , 第 三 个 变形 系数 则 根据 公式 (3) 确 定 。 

现在 不 难 将 原 毕 标 轴 复 晨 , 因为 距离 00/( 参 看 图 424) 是 直角 三 角形 400' 的 直角 边 , 而 这 个 
芝 有 角形 的 斜 边 40= 4'0 和 和 另 一 直角 边 40' 是 已 知 的 (参看 图 425), 因此 00' 可 以 求 出 。 

4， 原 华 标 轴 的 复原 (或 者 说 确定 距离 00') 还 可 进行 如 下 从 图 424 看 到 ， 距 离 00' 是 直角 
三 角 彤 402 中 由 直角 的 顶点 口 到 斜 边 42 的 高 。 以 高 2' 和 4 为 直径 作 尖 圆 (图 426,a), 并 自 点 C 引 
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2 4 的 还 线 与 于 加 相交 十 已 线段 祝 已 则 等 于 所 求 的 原 坐 标 原 点 到 轴 测 投影 而 的 距 岛 。 
:应 该 注意 , 在 确定 这 距离 时 , 可 以 顺 恒 求 出 一 个 变形 系数 , 在 本 情况 下 是 也， 灵 然 ，. 
O02 | 
w 2 人 Da 
式 中 Y 是 OZ 对 平面 开 ' 的 倾角 一 02 从 。 还 监 指出 ， 乙 04 是 玲 标 面 Oxy 对 同一 平面 下 的 倾 
角 8。 | 


5 同样 还 可 以 利用 高 工 丰 和 XC 作 图 ， 当 利用 了 "8 作 图 时 ,除了 作出 距离 00'=00' 之 外 ， 还 可 以 找 
到 变形 系数 2 二 0 了 ': OY'、 辖 OF 对 平面 开 的 领 角 有 和 举 标 面 Oxs 对 平西 11' 的 倾角 ce， 而 当 用 商 入 'C" 作 图 
时 ， bse #4-OX':DX', 轴 OX 对 平面 I' 的 倾角 a 和 泽 标 面 Oyz 对 平面 I 的 倾 解读 。 
为 了 不 使 所 给 的 迹 线 三 角形 挤 浇 作 图 线 , 订 将 和 0412 投射 到 与 人 OQ4Z 本 利平 行 的 平面 II? 王 ， 这 平 而 应 当 
布 痪 在 网 上 和 的 合适 地 方 . 如 图 426.5 所 示 、 
6 一 个 平 而 及 该 平面 的 法 线 对 投影 响 :法 线 和 平面 正 投射 到 这 半 面 上 )( 密 看 图 424) 所 成 的 倾角 之 问 的 关 
系 可 以 表达 为 : 
十 一 90 .wz=907 一 日 和 上 一 90 一 人 《13) 
由 公式 (13) 得 出 ， 
tosbd = | — cost; cost—~r 1—cosP 
和 oost 一 /1 二 Cos2g。 (137 
或 者 , 根据 公式 (6), 则 得 
eos —v Tw cose—v Ip 
和 tost v1 —y. (9) 
因此 ， 知道 了 坐标 畏 对 平面 IT 的 倾角 , 就 可 以 用 公式 (13) 党 出 以 该 坐标 轴 为 法 线 的 坐标 曾 的 伍 角 , 反之 , 知 
道 了 举 标 面 对 平 面 I' 的 倾角 ， 就 可 以 从 公式 (13) 来 出 该 坐 妹 面 的 任 一 法 线 对 问 一 平面 的 颁 角 。 例 如 ， 轴 @z 是 
平面 0xy 的 法 线 : 
如 果 知 道 角 丫 .就 可 利用 公 ;不 (19) 算出 坐标 上 Ory 对 平面 I 的 人 颜 角 & 而 不 必用 徊 解法 求解 : 
7 例 求 作 正 梭 村 48CDEFGH 的 轴 测 图。 楼 柱 的 高 一 45mm, 红 生 形 的 扰 是 :ax$=10X14mm， 正 连 
测 投 影 的 形式 由 迹 线 三 角形 卫 ' 了 'Z 给 定 ( 洁 427)。 
作 轴 济 轴 Ogy'z 。 我 们 知道 , 它们 与 迹 线 三 角形 的 高 里 合 , 然后 傅 定 变形 系数 , 为 此 , 使 举 标 三 面 撒 的 一 个 
楼 面 (例如 楼 疝 OF7 与 平面 了 重合 。 丁 是 
OX’ _ 19mm OF _ 2mm 


人 一 宝生 一 a).83 a 
们 总 234mm :2 fr” mm 


由 公式 (3) 确 定 第 一 个 变形 系数 :zz 天 0.71。 

使 棱 迪 4B 重合 二 给 Oz, 楼 边 4 重合 于 轴 Oy 利 棒 边 4 重合 干 轴 Dz。 根据 这 个 条 什 , 从 点 0' 起 在 灿 吕 >- 
上 截 萎 线段 4B 一 10X6.83*8mm， 在 轴 0'y 上 裁 取 线段 4D' 一 14X0.9 一 12.6mm 和 在 四 0'#” 上 截取 红 段 
人 一 45X0.71=32mm。 以 后 的 作 罗 就 无 浅说 明了 。 

如 果 用 简化 变形 系数 作 韶 楼 柱 的 轴 测 图 , 这 个 图 开 就 放大 芭 1,11 舍 。 实 际 上 , 如 果 恋 月 系 数 9 (在 三 个 变 
形 系数 中 最 天 的 ;个 ) 障 化 为 1, 就 有 :由 一 1:0.9x1,11。 于 是 也 一 am 一 0.83XL 0， 92, VF=v:m=0.9X1.11 
1.0 和 和 = 二 :1m 二 0,71X1.11-=0.79, 

因为 棱柱 的 棱 面 与 肯 应 的 坐标 面 重 台 , 所 以 在 图 427 上 没有 作出 校 柱 的 次 投影 。 

8， 考 癌 图 424 和 425 时 , 不 难看 出 三 角形 六 "OF" 和 X'OF'; ‘0'2' 和 和 XO Y'0'2' 和 YZ et 
亲 似 轴 就 是 迹 线 兰 角形 的 对 应 边 , 而 用 以 建立 亲 似 场 I 和 开 ; 开 和 下 IT 和 于 之 阅 的 一 对 亲 似 点 分 曙 果 是 点 怠 
6;0’ 和 00 和 6。 利用 亲 亿 的 黎 性 来 作 形状 复 宁 而 族 在 … 个 兴 标 面 ! 或 与 它 平行 的 平 而 ) 上 的 ae 
»* 240 + 
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427 图 438 
投影 是 很 方便 的 , 如 图 428 记 示 。 图 中 直线 了 是 厅 似 轴 , 虚 0' 和 站 是 亲 位 点 ， 错 助 这 一 对 虑 建立 了 场 II 和 
本 之 总 的 亲 似 对 应 , 于 是 4'B'0'D'B' 和 48CDE 就 是 亲 似 的 图 形 ， ; 
9， 既 然 在 正 轴 测 投影 里 变形 系数 完全 由 轴 间 角 确 定 (在 斜 狠 测 里 这 点 则 不 和 成立) 所 以 就 设 
有 必要 将 变形 系数 写 在 图 .上 , 在 这 情况 下 , 只 写 出 央 形 的 比例 就 可 以 完全 保证 其 可 逆 性 。 


§ 6。 轴 测 图 上 的 定位 问题 和 度量 问题 
1. 现在 来 研究 与 投射 方向 站 行 的 直线 ? 的 轩 测 图 。 - 
这 种 真 线 的 轴 测 投影 退化 为 一 点 r'， 它 的 次 投影 如 平行 村 轴 测 编 ， 即 "站 O'z' TOY 和 中 1Oam (图 
429) 。 


图 429 图 430 
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实际 上 , 到 为 三 角形 402 的 平 而 下 让 于 下 而 Ozz (参看 图 424); 所 以 占线 4 足 投 射线 90' 在 平面 zy 上 
的 投影 , 它 的 轴 测 投影 0'4' 是 投射 线 00' 在 平面 0'z'¥ 上 的 次 投影 ，1 于 平行 虚线 的 投影 也 是 平行 的 ， 因 此 ， 
平行 子 投射 方 疝 的 任何 直线 在 平 而 0'z3 .上 的 次 投影 平行 于 轴 测 轴 9'x', 网 样 可 以 证 明 , 投射 线 的 另外 两 个 次 
投影 分 别 平 行 于 灿 Orz 和 站。 

2. 我 们 来 作 与 轴 油 投射 方向 平行 的 任意 一 条 直线 的 复合 终 , 其 目的 稍 后 就 会 知道 。 

设 已 知 轴 测 转 品 xz (图 430)。 先 作出 迹 线 三 角形 了 'F'Z'。 和 如 我 们 知道 , 这 个 三 角形 的 边 在 轴 浏 图 和 复 
会 图 上 都 形 现 为 实 长 。 据 此 ， 衫 据 原 坐标 在 复合 阿 上 作出 迹 线 基 角形 的 一 个 项 点 的 投影 后 [这 作 东 是 很 简单 的 ， 
因为 迹 线 二 角形 的 征 一 个 项 点 总 有 了 疯 个 玲 标 等 于 零 , 例如 (z, 0 0) 是 硕 点 了 ' 的 举 标 ， 而 不 等 丁 零 的 坐标 也 容易 
用 作 图 法 找 出 , 如 图 430 扬 作 的 那样 , 这 里 x= Xiz0us-GX 1, 自 所 得 的 点 下 is 以 并 了 之 长 为 闪 径 在 轴 UT 牙 
取 一点 天 ,出 以 2 之 长 为 半 答 在 轴 9; 十 截取 一 点 Zs (如果 了 如 二 Y'Z', 则 可 以 认为 作 图 足 玲 确 的 1。， 淆 下 
于 平 醒 YZ 的 任 一 直 绥 , 例如 s. 在 复合 图 上 使 确定 -条 平行 于 轴 测 投 射 方向 的 直线 (两 430, 6)。 

因此 ,如 果 在 复 念 图 上 给 出 了 轴 测 投射 方向 的 投影 ， 就 可 以 作出 扳 所 给 方向 痪 定 的 正 轴 调 体 系 迹 线 一 前 沪 
的 投影 , 反之 , 如 昌 在 复合 图 上 给 出 了 连 线 三 角形 的 投影 ,就 可 以 作出 由 所 络 韦 线 三 角形 确定 的 轴 测 投射 方向 的 
投影 ， 这 些 作法 使得 很 容易 将 锦 测 图 沫 为 用 合 图 ， 或 者 将 复合 图 变 为 轴 测 图 。 这 些 方法 也 可 用 来 根据 给 定 的 方 
向 作 赴 轴 测 投影 。 

3. 现在 来 研究 直线 与 平 断 柚 交 这 : -基本 定位 问题 在 币 测 图 [的 角 法 。 

在 独 431 土 直线 和 入 4BC 由 其 轴 测 投影 和 次 投影 给 出 。 为 了 找 出 点 站 一 8948C 的 轴 测 投影 型 '， 我 们 
过 真 线 9 作 和 辅助 挨 射 截 平 而 了 (Zi 二 90 。 访 截 平 面 交 4BC 了 让 线 五 二， 出 此 本 -一天 开光 8。 


431 图 #32 


4， 在 辆 测 图 上 解 麻 县 问题 则 比较 复兴 , 斩 别 基 存 斜 轴 测 投影 里 - 作为-- 个 例子 ， 试 研究 怎样 求 在 正 辆 测 图 
上 给 由 的 直线 段 (4 日, 44BD 的 实 长 和 该 线段 对 轴 测 役 影 而 的 鼎 角 的 实际 大 小 (图 432) 。 

将 线 居 (4 ,41B 人 ) 和 举 标 轴 一 起 投 诗人 到 平面 开 * 上 ， 平 而 TT* 重 亚 于 于 并 平行 于 其 中 一 条 加 例如 0.)， 
为 此 , 党 给 出 了 玉 线 三 角形 ?。 我 们 就 得 到 由 线段 的 师 个 正 投影 : 平 而 开 上 的 4B" 和 平面 二 上 的 4”5* 组 成 
的 复合 图 。 现 在 可 以 很 据 线 段 的 随 个 已 知 的 下 投影 ; 平 盯 卫 ' 上 的 直面 投影 和 平面 了 ?上 的 侧 本 投影， 应 用 我 们 
所 昂 巧 的 任 一 方法 , 例如 图 432 所 示 的 三 角形 法 , 找 出 直线 眉 的 灾 长 和 它 的 倾角 ， 图 中线 自 各 B' 先生 新 求 浅 要 
4 有 的 实 长 。 


57， 轿 的 正 轴 测 投影 
1. 大 家 知道 ， 园 的 正 投影 在 一 般 情 况 下 是 椭 加 ， 椭 区 的 长 办 竺 十 加 的 直径 6 短 轴 等 于 


名 只 虹 复 图 432 所 作 的 那 岸 褒 出 迹 线 三 角形 中 与 辆 0 z 和 0'y' (成 9 2 和 0'z ) 出 交 的 一 条 边 就 够 六。 
a 了 了 2。 


dcosgp, 这 电 中 el 并 且 这 椭 匀 的 长 轴 总 垂直 站 
在 该 投影 后 上 的 投影 。 

因为 正 斌 测 投影 就 是 物体 在 轴 测 投影 面 [上 的 下 投影 所 以 , 在 正 轴 测 投影 里 ， 作为 加 的 和 
影 的 椭 回 , 其 长 轴 总 等 于 网 的 直径 &， 轴 的 方向 则 各 站 证 这 个 加 所 在 平 面 的 法 线 的 轴 测 投影 , : 而 
短 轴 与 这 法 线 的 投影 平行 且 等 于 drosq, 这 里 "是 鸭 所 在 的 平面 对 轴 测 投影 面 的 倾角 、 

现在 米 研 究 几 个 例子 。 

例 1 求 作 位 在 坐标 而 (或 平行 十 它 的 中 面 ) 上 的 加 的 锁 洒 投影。 

设 给 出 分 别 位 在 平面 0zy、 Ozz 和 Oyz 上 的 回 4、 吾 和 C。 在 每 -个 圆 中 引 两 条 互相 垂直 并 平 
行 手 相应 坐标 轴 的 直径 : 在 同和 4 中 引 1 一 1 0z 和 2 一 27O8， 在 圆 召 中 引 1 一 17YOz 和 3 一 3 /Oz 
及 在 殴 C 中 可 2 一 -2 8 08 和 3 一 3 1 O02, 

上 述 直 径 的 轴 测 投影 将 平行 于 相应 的 加 测 轴 , 即 : THO, 2 一 2 doy ad 一 3 YYDz 而 
办 它们 对 应 的 各 对 线 肛 就 让 栖 加 人 、 B' 和 C" 的 共 斩 直 径 (图 433)。 i 0 


投射 时 ， 平行 于 辆 0z 的 入 径 1 的 变形 条 数学 十 平行 于 生 0y 的 直径 2 一 ? 的 变形 系数 等 王 
最后, 平行 于 轴 Oz 的 直径 ， 3 一 3 的 变形 系 等 等 于 tp。 

因此 ， 酉 加 4 B’ 和 C' 训 不 检 根 所 它们 的 长 令 直 乱 而 闫 出 。 因为 共 思 直径 的 方向 和 大 小 者 
已 经 知道 。 

但 是 , 如 果 知 道 了 椭 贺 轴 ， 糊 圆 就 可 以 更 淮 确 地 作 出 。 

如 上 所 述 , 视 同 的 长 轴 4' 一 4 恒 直 十 相应 的 辅 测 轴 ， 而 短 畏 8 一 5 则 与 谈 轴 测 轴 平 行 。 余 下 
的 是 炒 出 握 轴 的 大 小 。 

将 现 C 与 坐标 轴 Oxyz 一 起 投射 到 垂直 于 LY 且 平 行 后 轴 Or 的 平面 11” 于 (图 434)。 在 这 情 
况 下 , 坐标 面 0gz 在 平面 TI" 上 上 的 投影 退化 为 直线 09 “0 国 0 大 T" 上 上 的 投影 也 就 重合 于 
该 直线 。 


也 以 后 , ee 
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”这 样 , 问题 就 变 为 在 复合 图 上 作 国 的 投影 ， 这 个 圈 所 在 的 平面 垂直 二 一 个 投影 面 (在 本 例 中 
垂直 于 也 ")。 这 个 问题 我 们 是 会 解 的 (参看 第 四 章 $ 5， 因 此 对 图 434 上 的 作 图 不 必 作 进一步 的 
说 明 )@。 为 了 找 出 精 贺 站 和 五 的 短 轴 ,应 分 别 平行 于 轴 0z 和 08 作 垂直 寸 平 而 11' 的 辅助 平面 。 
现在 每 一 个 椭圆 4、B' 和 0 ' 都 可 以 根据 八 个 点 作出 , 这 对 于 画 杠 回 求 说 足 足 够 的 了 。 短 轴 的 大 
小 也 可 根据 公式 (13) 确 定 。 | 


zg ~ 


例 2 求 俯 位 在 二 角 位 置 平面 上 的 赔 的 纳 测 投影 (图 436)。 
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在 这 情况 下 ,: 借助 大 所 在 平面 的 靶 线 和 圆 上 的 任 一 点 来 作 圆 的 轴 测 投影 是 最 方便 的 。 六 样 
一 来 , 问题 可 归结 为 根据 长 轴 和 精 加 上 的 一 个 点 来 作 栅 虽 。 在 图 436 上 上 是 用 点 召 作 图 , 通过 这 个 
人 D 图 上 只 将 加 的 一 半 ( 线 段 0 5”) 按 射 到 平面 11? 上, 这 对 佣 巍 来 说 龙 足 够 了 。 从 这 个 图 还 可 以 看 和 到， 恒 辕 同时 哆 定 了 
被 投射 的 图 所 在 平面 的 直线 的 轴 省 抽 影 , 在 本 倘 中 就 是 平面 0gz 的 大 线 的 狼 副 拉 影 。 
a“ 24{4”" 


点 的 直 筷 是 正平 线 , 因此 与 圆 上 任意 给 定 的 点 (例如 点 C ) 比 较 起 来 , 它 的 坐标 可 以 作 得 更 准确 。 

国 为 在 图 436 上 给 出 的 是 简化 加 副 投 影 , 所 以 区 铀 等 于 md 

贺 记 在 的 平 而 可 以 平行 于 或 垂直 于 得 负 技 影 面 。 这 时 , 圆 在 于 面 I 上 就 投射 为 与 圆 水 身 全 
等 的 一 个 图, 或 投射 为 一 直线 段 , 其 长 度 等 于 或 md 这 取决 于 图 形 是 用 “精确 的 ”变形 系数 还 是 
用 简化 的 变形 系数 作出 。 a 

例 3 图 437 4 给 出 了 一 个 特 件 的 投影 , 窑 锐 投影 的 外 形 绞 上 的 点 4、.B.C、D、 万 处 ， 有 一 些 加 责 跟 风 沈 到 
彼此 光 消 志 接 的 , 有 一 些 团 弓 则 跟 直 线 彼此 光 汪 连接 : 

在 轴 洗 图 上 (图 437, 中 ,加 惑 已 变换 为 福 贺 狐 , 这 些 嵩 阅 弧 或 直线 也 在 点 4、B'、C'、D'、E" 处 光 溢 地 连接 
起 来 。 


2， 作 芷 意 形状 的 平面 曲线 的 轴 测 投影 , 最 方便 的 是 利用 辅助 平行 弦 。 

这 个 方法 的 应 用 如 图 438 所 未。 图 中 平面 曲线 48 与 任意 直线 Fp 相交， 然后 利用 一 组 水 平 线 以 确定 基线 上 
的 点 C.D.B、 玉 对 这 直线 的 位 置 , 选择 这 些 点 时 要 使 得 它们 能 怠 最 清楚 地 表达 出 曲线 的 特征 (图 438, 4)。 

先 利用 点 工 和 7 的 坐标 作出 截 线 了? 上 的 线段 1 一 ? 的 轴 测 投影 工 一 7 然后 将 1 一 7 分 为 若 于 段 , 使 各 段 泣 
的 比例 与 各 点 1……? 分 线段 了 的 比 鲁 相同 (图 438, 5)。 

此 后 , 作 共 中 一 条 此 (例如 作 最 长 的 弦 F5) 的 轴 测 投影 , 并 过 点 2'、4、6' 引 直线 平行 于 F'5'。 定 出 欧 的 
变形 系数 为 显然 , 这 变形 系数 等 于 比 5' :51(Fi51 是 驴 下 5 的 实 长 )， 则 线 上 共 余 的 点 的 铀 测 执 影 便 可 找 出 。 
警 如 , 截取 平行 于 忆 了 5 日 第 于 (1140)8 的 线段 74', 就 找到 曲线 上 的 点 4'。 

3， 如 果 应 用 图 解 方法 求 弦 的 实 长 乘 以 的 积 ， 就 可 以 过 免 计 算 工作 。 为 此 (图 438,a) 可 作出 比例 尺度 图 ， 
它 的 水 平 直 角 这 等 也 最 长 的 那 条 藤 如 5 而 猪 得 的 直角 边 租 于 同一 条 纺 Fi 的 轴 测 投影 FP'5。 现 在 , 如 果 灌水 平 
线 从 点 Fi: 起 截取 线段 等 于 男 一 条 弦 (例如 6B) 的 实 长 , 并 通过 点 了 引 输 直线 与 直线 如 5' 相交 ,就 得 到 菠 858 的 畏 
调 投 影 6 8 一 BB 的 长 度 。 


4 空间 曲线 的 铀 测 投影 通常 是 根据 曲线 上 一 些 点 的 坐标 作出 的 , 选择 这 些 点 和 时， 应 该 选择 


最 论 清 荡 地 表示 出 曲线 特征 的 点 。 图 439 表示 -- 卢 螺 距 国 定 的 圆柱 螺旋 线 的 轴 便 投影 的 作法, 螺 
旋 线 的 轴 与 轴 0z 重 合 。 a > 


图 439 


形成 蝶 旋 线 的 点 的 轴 向 位 移 可 从 这 条 曲线 在 平 而 HI”" 上 的 投影 量 出 , 平 醒 11" 冬 直 于 卫 ' 日 平 
行 于 Oz, 但 角 位 移 就 要 在 坐标 面 0zy 上 最 出 。 因 此 要 将 这 些 标 面 与 HI' 重合 。 


$8， 标准 的 轴 测 投影 体系 
上 在 这 以 前 , 我 们 给 出 了 一 般 的 轴 测 投影 体系 , 即 斜 轴 测 投影 中 的 (0O'z'y'z', e;, e;, e;) 和 下 
轴 测 投影 中 的 ( 刁 了 多)。 在 实践 中 主要 采用 三 种 特殊 形式 的 轴 测 投影 ， 这 些 形式 的 困 测 投影 图 
是 很 直观 的 , 作 图 也 很 简单 。 采 用 这 些 体系 时 , 不 需要 再 计算 轴 闻 角 和 变形 系数 ， 因 为 它们 已 载 


二 国家 标准 《参看 [OCT 3453 一 52 附录 )。 所 以 这 三 种 特殊 形式 的 轴 测 投影 也 称 为 标准 的 轴 测 
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投影 。 它 们 是 ; 1D) 正 等 测 投 影 ! 2) 正二 出 投影 ， 其 变形 系数 的 比 等 于 0.5:1:1; 3)》 正面 ( 斜 ) 
二 测 投 影 , 其 变形 系数 的 比 也 等 于 0.5:1:1。 
2， 下 等 测 投 影 中 就 是 将 原 坐标 轴 系 统 放 置 在 使 轴 Or.O3 利 0z 对 平面 工 ' 的 倾角 全 都 相等 的 


~ 


440)。 由 公 趟 (3) 应 该 有 34*=2; 由 此 4=v=w=V 了 ~0.82。- 当 一 个 变形 系数 简化 为 1 时 ， 


其 余 两 个 变形 系数 也 简化 为 1 。 于 是 0=V= 玉 二 1。 简 化 系数 避 由 条 件 #mw 二 1 确定 ; 出 此 纠 汪 
1.22。 


图 440 图 441 


因此 , 在 下 等 测 投影 里 采用 简化 变形 系数 时 , 图 象 就 放大 了 约 1.22 信 (M1.22:1)。 

根据 原 坐 标 轴 对 平面 三 "的 顿 角 相等, 可 以 得 出 坐标 面 Ozxg.Ozz 和 0O8yz 对 间 一 平面 卫 ' 的 倾角 
也 相等 。 四 

因此 , 作为 平行 于 从 标 面 的 圆 的 投影 的 椭 网 , 它 的 短 轴 对 长 轴 之 比 都 相同 ， 即 8:6=0.58:1。 
实际 上 , 由 公式 (13) 得 出 : 

b=dV/Lu = 1—~0.586, 

如 我 们 所 知 , 长 轴 总 符 于 d。 

当 采 用 简化 变形 系数 时 , 分 别 有 : a 二 1.224 和 b= 二 0.58d x 1.22 一 0.714。 

在 图 441 中 给 出 了 平行 于 玲 标 面 的 三 个 图 4、 为 和 C 的 投影 。 在 引出 线 上 ， 写 出 了 作 *“ 简 化 
的 "等 济 投 影 时 咖 4、 刀 和 的 相应 直径 的 变形 系数 。 


名 正 等 测 投 影 只 方 一 种 , 而 斜 等 谢 投影 却 训 无 数 种 , 因此 不 要 把 这 两 种 投影 旗 淆 起来。 . 
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对 坐标 面 处 于 投射 位 置 或 一 般 位 置 的 圆 ，$ 7 中 所 述 作 图 法 仍然 有 效 。 
轴 测 投射 方向 * 的 复合 投影 和 轴 测 平面 开 的 迹 线 对 各 坐标 轴 的 投影 都 成 45 角 ( 图 442)。 


图 443 


在 图 443,a 上 给 出 了 一 个 用 简化 的 正 等 测 投影 作出 的 零件 图 。 

3， 标 准 的 正二 测 投影 就 是 使 两 条 坐标 条 (通常 是 0z 和 08 或 0z 和 0z) 对 平面 IT' 的 入 角 类 等 ， 
而 使 第 二 条 坐标 钠 颅 斜 成 这 样 ， 使 它 的 变 展 系数 比 其 它 关 条 负 的 变形 系数 小 .- 半 , 例如 使 v= 
和 w=0.5v@, 这 对 所 得 到 的 轴 测 投影 。 


由 公式 (3) 我 们 有 : 宁 十 只 ， 履 二 2， 或 9v* 一 8。 


由 此 
到 一 2| 0.91; t=v0.94 
和 0.5v=0.47。 


由 于 两 条 坐标 轴 对 平面 了 "的 倾角 相等 (在 现在 的 情况 下 是 畏 Oy 和 0z 的 逢 角 B 和 Y), 因此 ， 迹 


六 ” 具 有 上 述 比 例 的 灾 形 系 获 的 新 二 油 休 系 有 无 限 多 ， 但 在 正 轴 测 投影 里 则 只 霉 一 种 ( 当 热 ， 正 二 测 体系 也 可 以 有 无 根 
闭 , 亿 它 们 有 荔 欠 的 变 形 有 夭 数 的 比例 )。 
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线 王 作 形 羡 宗 朋 的 。 

实际 上 (全 看 图 424), 和 0021 一 入 00'Y'( 直 角 边 00' 共有 ,锐角 和 8 和 YY 相等 J。 因 此 OZ 二 
OY'。 租 这 时 直角 三 角形 OY'' 和 0ZX!' 相 等 ( 直 骨 边 QO’ 共有， 另 一 直角 也 OZ 和 人 Y" 相 
等 ), 由 此 素 多 一 六 2 | 

志 在 来 避 轴 闻 角 。 央 为 人 X'Y'Z' 是 等 腻 的 ， 所 以 了 'C 
=C2'。 于 巧 0C0=CZ'， 并且 AO'C' 8 是 * 半 下 方形 "GOC2 
的 下 投影 。 如 杂 取 相等 的 直角 迪 QY 和 02 作为 单位 线段， 
如 根据 勾 股 定 雇 了 得 到 : 

(FZ) OF) + (ON =1 1 =2, 


本 82 了。 
于 是 Gr 和 和 0'2' 一 O02 cosy -O02w—2 2 
从 直 骨 三 角形 OCZ' (图 444) 有 : es 
a 图 444 


出 此 p48"35'，2qpqse97°10' 和 gq 二 180° 一 p131"25'。 

如 果 将 轴 0'z' 铅 站 放置; 如 果 445, 4 所 示 ， 则 铺 O'x" 和 0'¥ 与 水 平 线 分 别 构成 角度 41"25: 
和 7"10'。 

角 7°10， 和 41"25" 可 以 根据 它们 的 正切 作出 (到 tg87"10' = 于 和 1841"25 = 二) 洒 无需 使 用 
量 角 器 (图 445, 6)。 . 
a) 


Fa 


图 445 


在 图 446 上 给 出 了 平行 于 坐标 面 的 图 4,B 和 0。 根据 轴 08 和 0z 对 平面 了 H' 的 个 角 粗 笠 ， 
可 以 得 出 瞧 款 面 9x8 和 Oxz 对 可 ' 的 侨 角 相等 。 因 此 , 作为 贺 4 和 好 的 投影 的 椭 加 4, 和 5 有 着 


树 同 的 长 短 轴 比 例 ; 即 0:5 一 1: 吝 。 


CC 原文 为 华 达 哥 拉 斯 定理 一 详 者 注 。 . 
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实际 上 , 对 于 坐标 面 0zg (参看 图 4 人 我们 有 8 一 90* 一 Y。 由 此 cos5= Iv 二 古 |。 假 ww: 二 忆 ， 
因此 b=d. cos3=d 1 一 总 = 号。 对 于 平面 0zx 也 竺 到 同样 的 结果 。 平 行 于 坐标 面 09z 的 加 


的 投影 是 椭 团 0", 其 长 短 灿 之 比 等 于 1:0.9。 事 实 上 , 根据 公式 (13} 有 : 
二 gcost 一 EVAT 一 证 =E 1 ~0.9d. 


在 实际 采用 标准 的 正二 测 投影 时 ， 通 常 应 用 简化 的 变形 系数 ， 这 时 图 象 放大 到 1.06 众 (M 
1.06:1)。 

实际 上 , 由 条 件 吉 "9 二 1 得 m 二 1:9==1:0,94a1.06。 由 此 让 = 全 =1 和 5= mm 一 1.06x0.47 
m0.5, 

相应 地 , 对 于 长 短 轴 比例 为 3:1 的 椭圆 , 我 们 有 : 长 轴 24 二 1.06d， 短 加 25=24:3 二 0.356。 对 
于 长 短 轴 比 例 为 1:0.9 的 椭圆 , 则 有 : 长 轴 24 二 1.06d, 短 轴 25 ==-0.9x2a=0.957。 

图 446 上 表示 出 作 * 简 化 的 "标准 正二 测 投 影 时 加 4,B 和 COC 的 祖 应 直径 的 变形 系数 。 

和 如 浊 对 平面 1" 的 倾角 相等 的 加 是 0z 和 0z， 则 椭圆 8” 和 C’ 的 位 置 对 调 。 

在 图 447 上 给 出 了 标准 正二 调 投 影 的 迹 线 三 角形 和 投射 光线 s 的 复合 投影 。 

在 图 443, 5 上 几 标 准 正二 测 投影 画 出 了 与 图 443, a 上 相同 的 零件 。 

4， 正面 图 投 影 的 构成 方法 我 们 早已 就 悉 了 (参看 图 418) 。 浊 时 就 指出 ， 如 果 将 坐标 面 O08z 
(或 0xz) 平 行 于 平 而 开 " 放置 , 则 贺 0'¥ 和 Oz' (或 Oow 和 0'z') 的 变形 系数 稳 于 1。 同 时 又 曾 
指出 , 可 以 在 峡 土 给 轴 0'x"( 址 0'y) 以 完全 任意 的 方面 (当然 与 其 它 两 条 轴 不 重合 ) 和 任意 的 变 
形 系数 。 通 常 取 轴 0'zx'( 或 0') 的 方向 与 角 0'z' (或 zx'0'z') 的 等 分 线 方向 相 问 ， 而 取 变 形 系 
数 w{ 或 四 竺 于 0.5。 在 制图 标准 里 也 建议 用 这 种 形式 的 正面 斜 二 测 投 影 。 
“250。 


= vy? 
A a td 
4 万 23 


图 447 
现存 来 求 这 种 形式 的 轴 测 投影 的 投射 方向 。 由 公式 (9) 我 们 有 : 0.5* 十 1 十 1 二 2 十 ctg*p; 由 


此 ctg* 癌 =0.5 和 中 63"。 在 图 448 上 已 表示 得 很 明显 : 在 该 图 中 坐标 轴 049z 授 射 到 平行 于 轴 
0z 而 垂直 于 1' 的 平面 II” 上 。 


图 448 图 449 


在 图 449 上 给 册 了 平行 于 相应 坐标 面 的 圆 4.B 和 0 的 投影 ， 并 且 在 这 个 例子 里 ， 坐 标 面 
9zz 平行 于 平面 开 "。 平 行 于 平面 0zz 的 加 BB 投射 到 三 ' 上 毫 不 变形 , 而 癌 4 和 C 则 投射 为 椭 岗 
和 和 C"。 这 两 个 炳 辑 通 常 是 分 别 根据 共 较 直径 菩 一 T" 和 2 一 2 以 及 2 一 2' 和 了 一 3 作出 的 ， 
它们 的 轴 还 可 以 利用 我 们 所 知 的 方法 ， 特 别 是 利用 亲 似 对 应 的 性 质 作 出 。 

在 图 443, 6 上, 用 正面 斜 二 测 投影 画 出 了 与 图 443, a 上 相同 的 零件 。 


§9， 多 面体 和 曲面 的 轴 测 投影 


1， 作 多 看 体 的 轴 测 投影 ， 可 以 归结 为 作 它 的 硕 点 和 楼 边 的 轴 测 投影 。 这 时 ,对 于 对 称 的 多 
面体 , 通常 使 它 的 对 称 轴 与 坐标 轴 重 合 。 


图 450 上 给 出 了 正六 棱柱 的 复合 图 和 直观 图 ， 直 观 图 是 用 简化 的 标准 等 测 投影 和 二 蛮 投 影 
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画 出 的 

因 为 棱柱 各 顶点 的 次 投影 与 技 往 下 底 各 项 点 的 轴 测 投影 重合 , 所 以 按照 前 面 的 鞠 定 , 不 必 标 
记 出 这 些 项 局 的 次 投影 。 因 此 , 只 有 存 这 条 件 下 , 图 450, 8 和 日 才 是 可 逆 的 。 

图 451 上 给 出 了 斜 棱锥 5S4BCD 的 复 侣 图 和 用 简化 的 标准 .… 测 投影 一 出 的 直观 图 。 


图 451 


各 顶点 的 投影 忌 椒 据 取 自 复合 图 的 坐标 作出 的 。 在 图 451, 6 于 只 表示 了 锥 顶 S 的 坐标 折线 
0'S; S18'。 轩 为 棱锥 的 底 4BOD 与 平面 0zy 重合 ， 所 以 次 投影 4.B8;.0; 和 可 不必 标 出 。 应 
读 着 重 指出 , 锥 项 5S 的 底 8; 必须 在 图 上 标 出 , 知 则 图 象 就 天 去 其 可 着 性 。 

2， 井 面 的 辆 测 投影 作 起 来 精 为 复杂 一 些 , 因为 仅 作出 它们 的 轮 巍 线 的 投影 不 一 定 可 以 得 到 
直观 的 和 可 逆 的 图 象 。 所 以 在 时 商 的 轴 测 图 上 常 还 监牢 充 作出 在 曲面 上 的 某 族 曲线 (成 者 其 至 
几 族 曲线 ) 的 投影 。 例 如 , 在 球面 移 轴 测 图 上 , 为 了 局 强直 观 性 而 画 出 -- 些 绪 阅 和 子午 线 , 在 点 纹 
双 上 曲面 的 图 上 则 画 出 一 线 或 两 族 直 二线 等 竺 。 | 

在 图 452 上 上 给 出 了 旋转 柱 面 的 复合 图 和 正 轴 测 负 。 性 面 的 轴线 与 轴 0z 重合 ， 柱 而 下 底 的 
网 心 则 与 坐标 震 点 0 重合 。 轴 测 投 影音 形式 由 所 给 的 体系 0'z'y'z' 确定 。 这 个 问题 足 用 图 解法 
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冬 决 的 , 所 以 没有 确定 变形 系数 的 数值 , 而 且 , 为 了 在 复 会 图 .上 作 旱 币 测 图 上 边界 导线 (外 形 线 》e 
和 和 @& 于 是 在 图 452, a 上 夯 出 了 迹 线 三 角形 屋 了 允 的 边 王 工 的 水 平 投影 卫 .Yi 二 了 'Y'《( 点 了 位 在 
柱 面 下 底 的 加 局 上 只 是 护 然 的 三 合 ), :然后 过 点 D 引 查 线 cji 几 和 了 : 

在 图 452, 6 上 也 标 出 了 图 452, 4a. 上 的 外 形 母 绕 a 和 名。 


2 图 452 


图 453 


在 图 453 上 根据 给 出 的 旋转 锥 茄 的 复合 图 作出 了 它 的 标准 正 一 测 投 影 。 复合 图 上 的 外 形 母 
线 3S4 和 8B 以 及 轴 测 图 上 的 外 形 母线 SC 和 3D 都 表示 出 来 了 , 而 且 , 为 了 在 复 合 图 上 上 作 且 线 SC 
称 3D, 利用 了 通过 点 8 的 投射 线 s 以 及 与 锥 商 相 切 的 投射 面 SCN 和 SDN。 


“ZI 了 = 


3， 球 面 的 正 轴 测 投影 是 团 G， 当 用 震 变 形 希 数 时 加 的 直径 等 于 妈 而 用 简化 变形 系数 时 等 
于 md, 这 里 , 4 是 球面 直径 ， 而 人 和 ey 


4,2" 和 了 是 球 而 的 主 圆 1、? 和 3 的 投影 ， 忆 人 的 长 负重 于 相应 的 四 六 和 E 轴 所 垂直 
的 那 条 轴 测 轴 是 这 个 圆 所 在 平面 的 法 比 。 例 如 , 椭圆 2 的 长 轴 牌 直 于 0 8 ， 因 为 轴 08 是 网 2 
所 在 平面 的 法 线 。 


2 二 


| 的 起 一 454 

极点 Pl 和 P: 以 及 在 轴 测 图 上 球面 的 纬 圆 七 外 形 线 的 切 点 4 和 了 瑟 是 利用 与 II 垂直 而 平 
行 于 轴 0z 的 辅助 平面 II” 作 出 的 。 
在 图 455 上 画册 了 所 一 个 球面 的 标准 正二 测 投影 。 


2 一 | 
一 个 一 一 三 苔 
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图 455 锡 456 


4、 息 设 球 列 被 平行 于 平面 0zz 的 平 匣 号 所 截 割 ， 同 时 设 平面 I 通过 点 0{ 图 456)。 于 是 平面 0zy 与 平 
大 区 类 交 于 水 平 线 下 LOz, 而 与 平面 号 交 于 直 绕 8 Oz。 直线 与 BF 覃 交 于 点 G, 这 个 虚 同 时 属于 平面 代 


中” 这 是 在 实 隐 中 采用 正 轴 调 投影 的 主要 疏 因 之 一 。 
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和 平面 史 。 因 此 , 平 高 2 与 平面 I' 的 交 弹 AB 通过 这 个 点 , 交 线 上 的 点 芒种 即 为 所 隶 。 这 时 ABLOy、 因为 
平面 三 平行 于 平 页 Ozz。 

5 如 前 面 指出 , 球面 的 侨 轴 测 执 影 的 外 形 线 是 禄 圆 , 桶 图 的 短 轴 总 等 于 球面 的 直径 而 长 轴 针 二 zsin 中 ， 
其 中 中 是 投影 方向 与 平 而 划 ' 的 来 角 。 

在 图 457 上 作出 了 球面 中 的 标准 正面 话 二 测 投 影 
中 "。 中 的 外 形 线 是 本 现 4 B'C'D', 它 是 球面 上 平行 于 
工 的 轿 诊 线 禾 的 包 络 线 。 这 些 埠 线 投 射 到 平 而 IT' 上 不 
发 生变 形 。 点 P, 和 Ps 是 利用 牌 直 于 平面 IT 并 平行 于 
机 Oz 的 辅助 平面 HI? 找到 的 。 Pi 和 已: 是 外 形 糊 轿 4 
了 CD 的 焦点 。 这 个 椭圆 是 轩 480D 在 平面 工 ' 上 的 斜 
投影 起 贺 所 在 的 平 耐候 直 于 扫射 方向 s， 椭 黑 的 短 四 
CD 是 因 ABCD 的 直径 CD 的 投影 ， 也 是 平行 于 投射 
方向 的 加 CDBF8 的 投影 。 

显 名 C 六 一 上 和 款 五 一 4: sinq, 式 中 4 是 球面 这 
径 , 大 四 是 投射 方向 s 与 平 商 开 ” 的 洋人 角 ， 这 个 角 等 于 
63*。 

6， 由 上 述 可 知 ， 球 面 广汉 地 应 用 来 作 辅 动 面 以 解 
决 复合 图 上 各 种 问题 ， 例如 作 旋 转 曲 面 的 外 形 线 ， 作 
巴 蝎 面 的 交 线 等 等。 在 正 轴 测 投影 中 , 也 得 到 同样 的 应 
用 人 。 图 457 

局 如 , 在 图 458 上 司 出 一 眉 弯 曲 的 铁 形 轿 岳 管 { 循 环 管 获 面 的 正 称 测 投影 , 管 的 直径 根据 给 定 的 比 健 (21:4s 
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CN 


图 458 


人 纯 在 镍 轴 谢 投影 轩 妹 面 的 外 形 线 是 棋 回 . 所 以 在 上 述 凌 义 下 畏 助 球面 就 难以 应 用 了 。，、 
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一 3:1) 而 变化 , 它 是 利用 一 定数 虹 的 内 芭 球 西 4 如 …… 作 出 的 。 过 接 管 的 轴线 则 根据 这 些 球 心 的 党 标 作出 。 
当 采 用 莘 化 变形 系数 时 , 管 口 和 辅助 球面 的 直径 部 要 乘 上 简化 系数 和 mn。 


图 459 
在 图 459 上 ， 稍 勤 球面 波 用 来 作 一 种 旋转 曲面 在 铀 测 图 王 的 外 形 找 ' 象 我 们 已 经 允 次 所 作 都 样 ， 引 入 霍 直 
于 平面 1 并 平行 子 轴 0z (在 本 情况 下 ) 的 平面 I", 就 可 以 得 到 复合 图 , 其 作法 不 需 进 一 步 说 明 ， 
在 图 460 上 ， 球 而 负 求 作 旋 转 锥 面 在 轴 测 图 上 的 外 形 母 线 ， 以 及 此 母线 与 作为 办 底 轴 测 抽 影 的 猜 圈 的 切 点 
A' 和 8B'。 
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7， 在 图 461 上 画 出 了 一 个 回环 徊 ( 隐 面 )。 赂 环 的 投影 龙 利 用 内 切 于 回环 的 请 助 球面 作出 的 。 


§ 10， 曲 面 交 线 的 作法 


1， 表 面 交 线 (过 淡 线 ) 的 轴 测 投影 可 根据 这 条 交 线 上 若干 个 经 过 选择 的 点 的 坐标 作出 , 这 些 
些 标 可 以 复合 图 上 量 出 ， 也 可 以 用 复合 图 上 求 交 线 的 类 似 旋 法 直接 在 轴 测 图 上 作出 。 

图 462 给 出 … 个 根据 过 小 线 上 一 系列 的 点 的 坐标 作 过 滤 线 的 例子 。 在 曲线 上 选 出 了 到 个 特 
殊 点 4,8,0C, DE,F 和 一 个 一 般 点 G。 点 4 的 轴 测 投影 4 是 根据 横 玲 标 和 竖 毕 入 作出 的 ， 笛 
* 256* ” 


G2 
点 台 的 轴 测 投影 G0' 则 根据 它 的 二 个 坐标 作出 。 在 图 二 多 5 上 作出 了 点 4 和 GG 的 轴 测 华 标 折 
线 ， 同 时 也 表明 了 点 政 , 工 ,的 作法 ， 回 锥 外 形 母线 的 投影 与 锥 底 的 投影 ( 椭 图 ) 就 在 这 些 点 
处 相 切 。 | | 


在 图 463 上 , 两 闫 桩 的 交 线 是 利用 平行 于 坐标 面 0xz 的 辅助 截 平面 作出 的 。 在 图 上 用 细 点 
表示 出 这 样 一 个 平面 也 , 它 与 网 柱 di 交 于 母线 C8 和 DF, 亨 与 圆柱 由 交 于 母线 了 KM 和 LN, 它 
们 的 交点 就 是 所 求 的 交 线 上 的 点 ,在 本 情况 下 是 点 邮 和 并 ( 这 村 4 有 一 人 万)。 同 样 可 作出 点 
了 和 Q, 并 且 点 卫 位 在 坐标 面 0xz 上 。 

当 过 渡 线 为 二 次 曲线 时 , 利用 二 次 曲线 的 几何 特性 来 作 它 的 轴 测 投影 是 最 方便 的 。 

和 警 如 , 在 外 464 上 两 个 直径 相等 的 旋转 网 柱 相 交 汪 两 个 椭 回 CDUN 和 4BNHN。 第 一 个 椭 
图 的 轴 测 投影 是 根据 它 的 轴 CD 和 MN 作出 的 。 第 一 个 类 加 位 在 与 投射 方向 s 平行 的 平面 上 ， 
因此 它 的 铀 测 投 影 是 线段 K' 入 'M'L'。 在 图 上 还 晤 出 了 点 和 ”和 忆 , 椭 园 4'B'0'D' 与 相应 的 外 
形 母 线 就 在 这 两 点 相 切 。 同 时 还 标 出 了 两 圆 桂 相 点 的 外 形 母 线 的 交点 五 和 工 '。 
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图 465 


一 ” 1(， 利用 复合 图 场 和 轴 测 投影 场 之 间 建 立 的 透 祝 关 系 作 轴 测 投影 


1， 由 上 述 知道 , 作 畏 测 投 影 归结 为 确定 所 改 物 体 上 各 个 点 的 原 坐 标 , 并 将 潜 换 算 为 轴 测 业 标 。 然后 根据 办 
测 举 标 作出 轴 测 图 。 但 是 , 如 果 把 复合 图 安放 好 , 并 在 图 场 上 建立 起 场 II iT: 和 I 之 问 的 透视 关系 ， 就 本 不 必 


利用 所 男 物 体 各 个 点 的 坐标 而 作出 畏 测 图 @。 现 在 来 说 明 这 一 方法 。 ee 
设 已 知 某 物 体 中 (0zg2) 的 投影 中 和 中， ( 图 465, a)s 作出 它 的 次 投影 , 即 平面 0"z"y' 上 的 下; 和 平面 0"s'gr 

上 的 中 ; (图 465, 加， 并 作出 物体 中 的 下 测 图 中 (图 465, 6 上 没有 完全 作 好 ) 。 分 别 以 朝 儿 和 朝 里 方向 转动 平面 

Dzy 和 半 面 Ozz, 使 这 两 个 平面 与 平面 HI' 重合 。 逆 时 , 为 了 避免 图 形 合生 , 将 呈 , 和 中 分 别 平行 于 轴 0's' 和 轩 


0'y' 移动 一 良 政 离 , 如 图 465, 8 所 示 。 


图 466 六 


从 在 茶 不 面 图 形 从 的 非 巡 化 投影 全, 全 和 只 7 之 亲 , 这 个 基 系 表现 为 透视 - 坊 射 的 关系 。 
sa 299 « 


鼎 得 的 甸 之 所 以 方便 , 在 于 无 蒿 在 这 个 图 上 作出 由 休 的 次 投影 中 ! 和 中 ;。 实 际 上 , 如 图 465, z 所 示 , 如 果 将 
物体 的 两 个 已 知 正 投影 而, 和 是 , 放 人 在场 TY 上 机 应 的 位 置 ， 例 如， 将 复合 图 的 开 或 老 通 过 坐标 换算 后 再 照 原来 
的 形状 画 出 来 , 物体 药 轴 测 投 影 中 ' 不 难 根据 吓 , 和 中 ,而 作出 。 吕 ,和 中 。 之 间 的 关系 也 不 蕉 建立 ， 即 延长 举 标 
面 0yz 以 太平 行 于 该 仅 标 而 的 任 一 个 平面 的 黄 个 运 化 的 投影 使 其 相交 , 便 找到 直线 prz, 期 场 这 和 和 下 的 点 之 间 的 
对 应 轴 0。 

在 场 休 ,于 和 人 杂 ' 之 间 , 场 IT: Is 和 之 间 ， 以 及 场 Ti Is，Hs 和 "之 问 痢 可 以 建立 起 同 翌 的 美 系 ， 而 
县 , 对 于 标准 轴 测 投影 , 各 轴 重 合 之 后 的 相应 的 倾斜 角度 , 一 经 确定 便 本 这 不 变 。 图 466, a 所 示 的 是 标准 正 刍 测 
投影 的 各 轴 贷 人群 角度 , 图 466, 6 表示 的 是 标 维 正 二 测 投 影 的 。 


图 467 表示 用 刚 才 计 论 的 方法 来 作 两 旋转 略 杜 的 交 线 ， 


cs 


0 
« 


) 

| 

er 
\& 

办 
WN 
这 


QC A) & 
A = C5 
C0 


(TS 


i 12， 轴 测 投影 绘图 的 机 械 化 


近代 已 设计 出 许多 种 轴 测 仪 , 使 轴 测 投影 作 图 能 引 使 用 机 算 。 本 疮 限于 篇 幅 不 能 对 这 些 机 械 进 行 论述 虫 .下 
苗 只 介绍 关于 减轻 灿 测 图 绘制 工作 的 若干 建议 。 

避 如 , 在 闹 468 上 , 网 体 的 等 测 投影 是 在 专用 的 ' 黎 测 纸 ' 上 作出 的 。 

图 469 所 示 的 线 男 用 来 图 算 线段 的 原 长 度 条 标准 辆 测 投影 的 变形 系数 。 在 绘制 息 杂 的 辆 删 图 尤其 足 在 喜 
要 完成 大 最 轴 测 图 时 , 使 用 这 种 线 图 已 证 明 是 合算 的 。 这 种 绞 图 用 超 来 并 不 复杂 。 例 如 ， 要 将 线段 a 二 78mm 瑟 
上 变形 系数 0.82, 可 先 在 销 0z 上 找 出 数 标 78， 在 过 废 碟 的 铝 直 线 上 上 ， 取 其 中 炎 在 标 导 为 0.82 的 两 余 线 之 癌 的 
一 段 , 即 为 所 求人 2 一 0.824)。 生 DOx 等 分 任 一 条 所 求 的 线段 , 以 便于 作 正 对 称 或 大 对 称 的 图 形 。 


名， 一般 地 说 ,这 个 对 应 不 是 …-* 对 应 。 


图 大 看 1 了 丰 尔 共和 1 六, 乌 秒 科 夫 ¢ 稻 图 和 投影 宪 换 用 的 机 档 >， 哈 尔 科 天 ， 哈 尔 科 夫 国立 高 尔 基 大 学 出 版 堵 , 1960 
村 版 。 
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， 身 测 投影 殷 的 实质 是 什么 
-全 说 畏 测 侧 动 测 闵 宇 ， 


车 本 和 是否 渴 定 杆 各 训 只 度 ; 对 这 个 时 是 应 引用 什么 定理 ? 
和 辆 测 投 影 的 展 式 市 哪 岂 种 * 

何谓 宽 形 系 灼 * 

正 轴 测 投影 的 安 洲 了 系数 应 汽 庙 是 计 么 条 件 ? 

斜 轴 测 投 吉 的 变形 系数 应 当 满 足 什么 条 件 * 

怎 祥 的 变形 系数 永 为 简化 变形 系数 y 前 化 医 数 是 怎样 计算 的 ， 


6，、 旭 果 缩 出 了 : 鞭 正 和 济公 影 的 迹 线 三 角 形 . 起 棱 浅 出 轴 测 总 。 
条 给 出 了 匡 沪 | 
- 刘 采 斯 阅 是 图 的 止 油 测 堪 影 , 竺 样 和 网上 阐 定 屈 陶 长 贡 的 六 向 和 大 小? 


测 投 影 的 轴 洞 辆 , 怎 借 求 外 各 畏 的 变形 系数 ， 


练 习 题 
试 求 肾 居 度 单位 的 大 小 井 确 定 各 则 测 轴 的 变形 系数 :图 470)。 


一 


轴 油 长 度 


i 
四 470 | . 辐 471 


2， 拾 出 了 荣 正 轴 济 投影 的 两 个 宣 形 系数 :==0.75 和 ?4=081. 试 求 出 第 三 个 变形 系数 。 

3 7*、 试 利用 上 题 的 数据 作 轴 测 铀 (提示 : 利用 韦 依 斯 巴赫 定 现 , 参看 本 章 $3 之 5)。 

4、 试 作 一 正 轴 测 投 影 的 迹 线 三 角形 ， 然 后 利用 普通 的 公制 尺度 写 出 迹 线 三 角形 各 厦 点 的 原 举 标 。 
5， 设 A48C 位 在 平面 0zy 上 , 试 根据 它 午 会 在 平 商 人 后 的 位 置 AB 作出 它 的 轴 测 投影 ' 图 471)。 
6*， 试 利 型 亲 似 关系 的 性 质 解 上 是。 

7 试 隐 定 直线 4B 与 坐标 面 O24,O2z 和 08z 的 次 点 (图 472)。 


图 472 更 473 


3。 楼 析 了 和 开 是 否 全 等 ! 坛 确定 这 两 个 棱柱 的 楼 边 4 的 实 长 (图 473)。 
9，- 正 轴 测 投影 的 形式 由 迹 线 演 角 彤 筷 了 'G' 给 定 。 试 作 附 岁 所 示 和 零件 的 轴 测 图 (图 474)。 
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.262 ， 


10， 试 作 外 团 二 已 知 球 桓 中 的 圆锥 了 的 铂 测 技 影 { 名 475)。 傅 定 开 锥 的 高 度 。 
il 试 作 由 平面 宇 戴 振子 的 旋转 柱 面 的 标准 等 测 投影 图 (二 476)。 
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图 476 | 图 477 


12， 试 作出 球面 与 旋转 锥 画 相交 的 标准 二 油 投 影 男 (图 477)。 
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第 十 三 章 ”复合 狠 了 上 和 轴 测 图 上 阴影 的 作法 ? 


-基本 溉 念 和 定义 . 阴影 的 表示 法 “” 画 阴 影 是 为 了 使 投影 图 ( 主 烽 是 在 娃 禹 图 方 南 ) 且 有 更 好 的 上 观 性 以 
- 系 刘 实际 司 币 5 岗 好 , 显 东 蘑 建 筑 的 外 部 或 内 部 在 一 官 条 件 下 的 昭 辜 . 柜 广 建 沉 物 挫 下 的 阴影 确定 建 乞 
和 的 人 小 学生 


艺 坟 


影 ， 物 体 扰 光源 照射 昱 , 在 物体 皮 而 的 上 崩 光 部 分 得 到 的 时 彩 称 为 本 彩 ! 而 由 店 物 二 投 汉 
吕 ， 这 时 . 刻 求 照射 物 共 的 基线 由 一 点 1 而 有 上 这 发明， 则 六 影 称 为 要 影 : 旭 果 光线 

人 说 市 汇 六 运 点 Ls 发 出 J， 划 中 影 穆 为 月 影 ， 因 为 是 影 具有 更 洲 的 实用 意 交 ,所 以 我 们 仅 讨 论 日 影 
的 佛 汗 。 

我 们 规定 , 用 大 未 儿 便 撒 和 身 的 学 检 来 表 记 这 个 玉 促 形 交 阴 影 、 只 永生 字 权 的 右 下 角 加 上 一 个 宕 ， 倍 如 ; 4。 
是 点 44 在 复 全 图 上 的 阳 影 ; 旋 基点 站 在 轴 副 其 上 的 阿 影 . 

32， 光源 地 在 国 上 位 置 的 给 定 : 点 的 阴影 “光源 了 全 本 阳 ") 的 应 圳 通常 用 责 它 发 出 的 射 雌 了 上 来 给 定 ， 呢 
然 . 化 复 合 图 上 的 位 壮 由 它 的 也 个 投影 和 1s 确定 , 而 在 证 测 筑 三 机 出 它 的 荐 届 技 影 六 和 其 中 一 个 次 投影 
(通常 是 纪 确定 ( 图 478 和 479)。 这 时 , 点 克 * 的 投影 富有 必 菇 或 未. 央 直 以 后 的 图 就 不 再 去 未 这 个 投影 。 


图 478 图 479 


泊 光 浚 被 一 个 点 阻挡 时 , 便 可 以 认为 这 个 点 投 出 一 条 阅 影 身 线 。 因 此 求 点 游 到 某 表 而 上 的 阴影, 可 以 时 绪 
为 水 一 目 线 (机 影 导线) 与 联 表 面 的 充 泪 , 污 直 线 通过 已 知 点 和 光源 十 。, 也 可 以 赔 是 通过 已 郑 点 并 来 行 于 射线 夺 ， 

图 478 虑 失态 点 旺 汶 到 溯 而 IT 上 的 晶 影 的 人 法， 司 479 是 由 一 辣 题 在 钢 测 图 上 的 解 ， 图 中 点 寺 的 阴 河 
并 时 现 旧 线 5 和 si 让 丰 航 交点 。 


5$， 线 的 阴影 ” 当 攻 线 忠 -条 直线 阻 扫 压 ， 不 营 是 在 本 阿迪 上 眶 在 忆 于 下， 这 些 光 绕 的 瘟 和 沟 成 一 个 平 而 
这 个 中 面 习惯 认为 总 恋 吉 线 疫 出 移 - -个 阴影 平面 通常 将 这 全 于 而 称 为 光线 平面 。 由 此 可 见 ， 冰 直线 光 在 其 表 
看 士 的 阴影 ,其 件 法 可 归结 为 作 光线 平面 与 庐 或 曾 的 奖 线 ， 而 该 光线 平面 则 道 过 已 知 的 直线 和 照射 恢 直 线 的 效 
源 Lew。 

住 特殊 情况 下 , 线形 的 阴影 可 能 退化 为 … 个 点 。 

如 暴 用 平面 曲线 或 空间 有 曲 线 代 震 线 段 , 则 在 一 般 俏 况 下 天 影 平面 变 为 阴影 (光线 ) 柱 面 2。 因 此 , 求 出 线 游 到 
某 表 面 上 的 阴影 其 作法 可 归结 为 作 . -光线 柱 夯 与 该 表面 的 交 线 , 这 个 柱 面 的 导线 是 已 知 的 曲线 和 光源 5。( 或 者 


图 这 里 仅 从 部 几 何 观 点 来 研究 问题 , 而 不 涉 帮 物理 方向 的 现象 。 
多 在 大 此 照射 下 则 变 为 逢 区 
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说 柱 面 的 母线 平行 于 射线 人。 

无 论 线 或 点 都 可 以 认为 没有 本 影 。 | : 

4， 平 三 图 形 / 宙 适 叮 的 兴 泊 的 阴影 ”只 要 平 让 图 形 所 在 的 平面 不 通过 工 -成 者 说 不 平行 于 射 绥 习 ， 则 淮 
光波 中 的 -- 净 分 守 六 流 这 团 形 骨 接 时 ， 这 图 诬 就 投下 -个 于 影 硅 ， 竺 的 发 桓 (光线 者 面 将 空间 被 照 冤 的 郑 分 从 
附 蜂 的 部 分 分 出 素 。 光 线 直面 为 另 -个 玫 面 喷 伞 得 的 功 统 就 形成 落 在 后 “表面 上 的 了 影 的 外 形 线 。 如 果 平 商 阅 
老 足 半角 谨 , 则 光线 桂 面 变 为 圣 翅 光线 往 面 ,这 时 半角 肛 就 是 这 个 棱 信 而 的 导线 , 是 线 则 与 光线 平行。， 

池上 阁 开机 好 影 村 的 那 一 而 伺 在 用 影 南 ,地 萝 并 平 机 向 形 应 当 分 为 向 交 面 有 有 泡 硬 ， 洲 条 语 说 ， 汪 让 
图 瑚 总 有 不 影 。 平 淹 隐 彤 与 光线 平行 时 则 嫩 外 。 

平 闻 际 形 落 到 与 它 衬 行 的 平 而 上 的 六 影 , 与 济 形 前 本 自 是 全 等 阴 

图 480 表 杀 三 角形 4BC 的 本 影 和 480 蛮 平 而 TU 上 的 海 影 的 作法 。 落 影 水 BuC。 是 平 闻 了 I! 与 二 楼 柱 面 的 
苍 线 , 该 让 而 冉 度 丁 由 三 作 形 480 投 出 岁 附 影 柱 。 

为 了 解 痰 全 哇 一 个 投亲 上 泊 请 三 角形 的 向 光 面 ,而 一 个 投影 上 看 到 背光 而 的 问题 ， 可 下 山 直 线 nr 1。 间 条 
点 政和 对 以 及 P 和英 到 明 , 在 正面 投影 上 过 到 的 是 特 光 而 (本 影 ), 而 在 水 平 投 彩 上 看 到 的 基 向 类 洛 。 

本 影 用 纲 点 孝 闪 ,而 玉 影 用 纲 的 平行 线 表 示 。 

附 果 deBsCn 可 以 作为 与 三 角形 415101 背包 的 国 形 耐 作 山 。 共 假 烽 是 殖 面 ABC 与 平面 Ti, 的 交 线 (在 图 
480 上 没 冶 凌 引 出 来 ), 灯 和 伺 方 出 平 行 子 41。 


5 三维 几何 形体 (不 透明 体 ) 揭 阴影 没 光 源 工 - 明 射 着 某 不 透 乔 的 的 体 串 。 代 就 .这 特 一 部 分 完 经 上 中古 
杜 通 过, ~… 部 分 被 它 沿 伍 , 调 一 施 分 天 与 它 术 切 。“ 切 "对 物体 的 金 痢 光线 构 距 个 闲人 台 的 沁 淡 淆 注 测 误 膏 台 的 
内线 所 柱 而 、 这 个 术 面 将 空间 被 淋 关 的 部 分 与 阴 典 村 分 天 。 共 闸 为 另 一 个 闪 卫 所 枯 得 的 圾 线 、 阴 或 让 均 体 落 到 
这 个 或 直上 的 阴 彤 的 外 形 乒 。 

收 你 新 前 阴风 持 的 赤 漠 位 和 在 中 凡 肉 ， 物 体 表面 上 的 向 光 贞 用 背光 所 前 分 浴 线 是 光线 与 物体 豆 切 的 那些 廊 
式 的 总 农 。 长 本 影 拘 投 党 ,可 归结 为 作 光 线 表 而 { 怒 于 网 体 ) 的 密 甸 线 的 著 影 ， 守 个 光线 怕 面 是 沿 结 定 的 光 绕 访 


由 ， 在 这 手术 名 丙 , 由 切 人 Eacapgp6y 和 "做 切 (npEROCRGbFHHe 2 襄 作 牧 统 硅 韦 。 


向 包 润 体 物 体 的 中 

壁 如 , 自 夯 永 投 出 的 阴影 福 是 由 旋转 柱 面 酌 成 的 。 因此 ， 球面 落 到 平面 上 的 阴影 不” 般 情况 下 是 酉 圆 《图 
481)。 切线 ( 它 就 是 光线 圳 向 的 导线 ) 是 大圆 m% 这 个 图 位 在 与 光线 方向 迁 直 的 平 量 上、 有 此 , 回 球 的 本 影 总 迎 盖 
住 其 表面 的 一 持 。 切 线 的 投影 一 一 梢 贺 a1、ds 和 4’ 一 一 在 图 二 特 球 面 的 向 光 部 分 与 背光 部 分 分 开 。 
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从 诅 转 柱 耐 投 出 的 阴影 柱 { 图 482), 在 一 般 情况 下 ，、 和 由 两 个 ^ 华 梯 团 杜 * 以 及 与 它们 相 女 的 两 个 于 而 所 用 涛 ， 
三 丁 性 的 导线 是 相应 的 商 个 壮 回 5 圈 柱 的 圭 户 ea 和 上 上 底 锯 , 雪 绊 面 的 导线 是 县 线 4 有 3 和 COD, 图 形 BoqoDoC65, 是 
区 线 表 面 为 平面 I, 所 截 得 的 截 线 , 它 由 半 闻 周 u 和 Bb,{ 因 为 网 桂 的 底 平 面 平行 于 平面 IT, 所 以 底 的 肯 影 与 让 在 
身 全 等 , 耶 m=a 和 加 一 臣下 与 这 些 圆周 相 切 的 直线 dB 和 CoD, 所 国 成 。 本 影 由 " 密 转 线 ”〈( 它 就 是 光 投 表面 
的 导线 ) 48aDC5 于 成 。 这 样 , 刘 果 照射 方向 既 不 平行 又 不 焉 塌 于 旋转 往 面 的 轴线 、 则 柱 面 的 本 影 总 占有 出 面 的 
一 半 和 一 个 底面 。 

如 困 物 体 有 - -个 技 咖 与 一 平面 起 合 ， 噶 要 在 这 于 徊 上 作 驳 体 的 落 形 、 则 该 术 面 的 阴影 ( 落 影 和 本 影 ) 与 楼 向 
本 身 重 合 , 因此 通常 无 需 表 示 出 来 。 

在 图 483, 4 和 5 作出 了 旋转 锥 面 的 阴影 。 

6. 方向 1 的 选择 ”在 这 以 前 我 们 没有 讲 过 光线 方向 的 选择 问题 成 澳 源 之 的 位置 问题 。 在 介 合 图 上 ， 这 个 
方向 通常 取 它 平行 于 当 立 方 体 的 校本 重合 于 些 标 面 时 ， 通 过 华 标 原点 的 立方 体 的 对 角 线 的 方向 (图 484)。 在 这 
各 情况 下 光线 方向 4 的 二 个 投影 ! 有 和 Zs 均 与 水 平 线 成 45" 角 。 但 在 正 等 测 投影 中 , 这 个 方向 三 拉 行 于 者 测 
投射 方 周 s 结果 , 点 的 投影 与 它 的 阴影 午 合 。 因 化 , 在 正 黎 测 投影 中 , 当 光线 的 方向 如 上 人 述 时 ， 任 何 一 个 物体 的 
沙 影 中 * 和 本 影 中 * 均 与 物体 本 身 的 疼 象 中 ' 重合 , 例如 图 483, a 上 的 旋转 锥 面 就 是 这 样 。 因 此 在 础 测 图 上 作 同 
影 时 ， 光 线 的 方向 二 要 这 样 选择 : 使 能 最 大 限度 看 到 落 影 和 本 影 。 当 光线 ! 平行 于 IH' 而 对 水 平 绥 威 45* ~60* 
角 时 所 得 的 结果 特别 展 妈 (图 485) 。 

7 同时 落 在 几 个 表面 上 的 阴影 的 作法 ”如果 任 一 物体 的 阴影 落 在 不 向 的 表面 上 上 , 例如 荡 在 次 而 了 和 了 I 上 
可 先 把 表面 TL 月 作 不 存在 而 作出 只 蘑 在 示 面 了 上 的 阴影 ， 然 后 叉 不 考虑 太古 之 而 梓 出 只 车 在 表面 7 上 上 的 绪 
影 。 去 榜 丙 个 落 娟 的 相应 部 分 就 得 到 所 求 的 阴影 。 


汪 实际 上 丝 问 是 归结 为 可 见 性 歼 航 作法 。 
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图 485 
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全 图 486 下, 人 4B0 的 骨 影 一 部 分 于 人 上 ,一 部 分 部 放大 下 上 的 关 方 丘 名 湖人 楼 遇 上 ， 
区 ， 这 竺 可 以 沦 


1， 昌 影 加 想 影 三 区 别人 林 在 ? 


2。 从 一 畅 作 衣 
3 温 半 | 


上 


计生 下 二 加 让 了 由 的 转 剑 潮流 出 的 出 影 和 ; 光线 方 湖 二 准 名 成 


和 不 请 共 纵 放 间 方 向 的 一 个 轴 滑 爪 影 上 > 
f-。 由 直线 段 小 到 球 商 ,旋转 柱 果 和 证 深 逢 曾 土 护 亲 弦 信 和 怎样 的 形状 * 


1， 试 作出 与 平 所 IT 以 度 甫 线段 东 二 下 的 组 影 。 具 写 遇 确 定 骨 影 长 度 对 线 琵 长度 约 美 系 戎 <、， 竹 肯 开 让 


2， 已 郑 三 和 角 肛 4BC 的 前 彤 45Boco。 工 算 几 当 过 甫 形 的 半 而 球 直 于 光线 方向 时 三 角 疹 的 实际 ， 

3， 试 利用 两 信 三 角形 存 平 而 IT 上 的 莓 影 求 出 这 两 个 二 角形 的 交 线 (提示 :; 取 光 线 方 向 求 行 于 共 中 一 个 王 
角形 平 而 ) 。 

4 这 作出 其 有 方 天 的 路 居 的 洲 影 , 咕 岂 紫 这 杆 训 站 :全 一 部 分 阴影 藩 在 平面 上 而 荔 一 部 分 中 影 赂 落 在 : 
平面 Il: 上 { 国 487) 。 


图 487 图 “48 


5， 用 这 似 对 应 的 性 调 华 檀 副 在 平面 二, 上 的 落 影 . 栅 吡 系 直 于 HH, 并 倾 作 于 TT1。 
6， 这 作 图 中 所 水 零 促 的 本 影 和 海 袁 ( 国 488)。 


iD 在 证 囊 及 后 面 各 戎 中 , 如 果 不 坟 说 明 , 则 不 和 提 台 图 中 党 息 能 方向 证 是 与 正六 方 体 的 对 免 线 平行 , 而 看 补 油 图 中 阳 很 定 
与 下 后 刀 ' 平 行 且 与 术 下 线 成 45* 人 角 。 
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第 十 四 章 “关于 投影 网 的 完整 性 问题 


1. 设 在 平面 I^ 上 有 原形 体 中 的 投影 图 四 网 3489。 
在 图 象 中 三 标 出 四 个 任意 点 4'、.B' 5" 和 册 D', 这 下 点 对 应 于 原形 牛 四 而 体 ABCD a 二 
假定 形体 中 上 的 任意 点 型 在 图 上 用 点 于" 大 未 。 用 字 共 对 ,表示 直线 :47 与 下 而 8CD 的 交点。 点 著 ， 各 为 
点 型 的 底 。 在 赂 象 中 "三 , 点 型 ,的 投影 时 ;区 为 点 形 的 砍 。 今 后 只 讨论 平 下 开工 的 阁 象 中 '。 
如 果 点 型 的 底 中 在 网 诗 是 确定 的 (已 统 定 战 可 以 作出 ), 列 加 王 ' 称 为 定点 。 
如 果 点 关 ' 的 底 XX! 艺 不 定 的 (好 可 以 在 直线 4X 下 作 意 选 波 》， 则 点 尺 ' 称 为 元 
定点 ,只 要 给 出 级 段 本 大 的 长 度 , 即 给 出 一 个 参 歼 就 够 了 、 
如 果 效 象 中 上 所 有 的 点 都 是 定 点 , 则 这 个 同 稍 称 芳 完 整 图 (更 准确 地 说 , 候 定 位 完 
假定 , 在 图 象 中 上 给 出 天 全 不 定点 的 底 , 守则 中 ' 就 变 成 完整 图 。 
这 时 ， 如 果 转 变 虑 定点 的 不 定点 数 加 是 使 图 象 中 "达到 完整 性 的 最 少数 目 ， 则 数 称 为 同 象 四 ' 的 不 
系数 ， 
可 以 证 明 , 图 象 征 的 不 完 昧 系 效 既 不 到 闫 于 所 引用 的 形体 AB'C'D' 的 选择 ， 岂 不 取决 本 寓 为 定点 约 不 定 
点 的 选 把 。 太 于 忆 知 赔 象 由" 演说 , 不 完整 系 笋 是 -个 常 禾 .同时 它 点 示 了 使 图 各 中 ' 变 成 完整 图 庶 当 中 出 的 
类 数 的 数目 。 
恋 成 定点 揭 布 定点 的 总 和 与 所 引用 的 形体 430 D' 的 顶点 一 起 均 成 一 个 点 集 。 这 个 点 集 称 为 疼 铺 史 的 
,并用 字 琶 了 夷 东 ， 点 集 于 和 呈 以 起 有限 的 战 无 窜 的 ， 如 绒 点 基 的 点 数 是 有 限 的 , 则 它 用 公民 
t= 上 十 4 11) 


.为 使 不 定点 全 “发 为 


对 于 完整 图 , 我 们 有 一 0 和 t 二 4。 
2， 不 准 相 信 , 通过 两 个 定点 的 直线 , 其 上 研 方 的 点 都 是 定点 。 同 样 ,通过 三 个 定点 的 平 而， 其 上 所 有 的 弗 岂 
都 是 定点 。 

在 完整 针 上 ,可 以 解决 定位 问题 , 慰 别 是 . 作出 两 定 池 面 的 交 线 和 定 直 线 与 定 平 灿 的 交 避 立 。 

在 木 完整 图 导 ， 椒 是 每 一 个 定位 澡 题 都 可 和 解 ， 只 有 属于 不 完 蜘 图 中 的 完整 部 分 的 定位 门 题 才 是 可 解 的 。 从 
和 如, 在岗 490 上 训 以 作出 直线 .DQ 与 平面 4'B'C' 的 交点 (因为 它们 都 是 区 定 的 ). 伺 无 法 作 踢 直线 0'8' 与 下 而 
4 2 0 的 交点 ( 涪 为 直线 有 加 是 不 定 的 )。 


并 489 : 君 490 


名 区 上 余 象 的 庶 千 完 你 性 疝 题 杀青 < 观 代 而 站 见 何 问题 > 论文 华 , 1947 年 版 .第 19] 页 。- 
人 ”参看 4 贡生 加 读 上 信 问题 ?> 记 文 束 , 1947 第 版 , 第 148 页 。 
宙 上 全 -格拉 祖 诺 天 和 开 下 . 切 竺 纵 合 新 4 二 秋 批 影 节 2 1953 竺 所 ,第 48 页， Pa 
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5 点 基 7 在 复合 图 上 的 应 用 蕊 刀 形 体 中 的 水 ， 


名 
和 


斑 役 影 中 必 求 千 具 正 面 投影 。 我 们 来 证 明 , 给 出 图 象 中 ， 
的 点 大 拘 汪 向 投 影 ( 图 491) 是 解 此 题 涉 必要 的 和 充分 的 
条 件 、 


在 中 上 取 四 个 息 4 BC 和 DD,, 它们 是 形体 下 的 et 
到 面体 4BCD 的 项 点 的 水 事 投 影 ， 然后 令 4.8,01D， 作 
为 阁 象 中 , 的 所 属 形 体 。 
这 时, 如 果 任 一 点 型 ! 是 图 象 中 : 的 点 基 ， 则 根据 条 
件 , 正面 投影 机 、 8:.C:.D: 和 于 :已 经 在 复合 图 上 给 出 。 
在 这 种 情 沈 下 ,可 以 作出 点 冲 * 一 4 好 勾 EOB 世 就 是 
点 则 + 这 个 点 是 点 蜡 : 在 钻 象 中 上 的 底 .这 样 , 图 象 中 :的 
点 基 的 所 有 点 的 底 都 作出 来 了 ， 达 个 图 就 变 成 完整 图 。 
因此 , 对 本 图 象 中 | 上 的 任意 点 瑟 ， 可 以 作出 它 在 平面 
B04Di 上 上 的 底 克 二 然后 作 四 在 平面 B20;Ds 上 的 谨 X#， 
最 后 , 沿 和 过 条 线 在 直线 如 生 y 上 求 出 点 于 2。 
另 一 方面 , 如 果 理 形 中 的 点 的 总 和 (它们 的 正面 投影 是 给 出 的 ) 不 包含 点 基 , 则 图 集中 , 至 少 有 一 个 虚 , 它 的 
底 可 以 存 占线 上 乓 总 选中 。 这 就 是 说 , 正面 投影 中 是 不 定 的 , 大 调 不 可 能 作 册 。 


图 dt “ 斤 

. 4 
作为 一 个 鲁 子 , 在 图 492, 4 上 有 五 楼 锥 的 水 平 技 影 。 因 为 这 个 周 尽 完 环 的 ,所 以 =9 和 4 一 4。 因 此 ， 在 已 
知情 况 下 , 点 基 田 省 遇 棚 体 的 四 个 点 组 成 。 在 楼 刍 投 影 的 棱 面 上 选 出 了 点 4 .BCi 和 了 D,{ 图 492,4)。 维 出 它 


们 的 正面 投影 4 B.C; 和 Ds, 我 们 就 可 以 作出 棱 锻 的 正面 投影 。 在 图 492.5 上 书 完 成 了 这 个 作 图 ， 


应 沪指 出 , 对 所 有 类 型 的 “复合 图 ”( 短 测 投影 , 透 讽 彼 影 ， 哄 多 罗 夫 投影 等 ) 也 可 以 作出 类 似 的 关于 点 基 的 定 
再 : 


Q) 参 末 < 或 代 亢 法 几何 问题 > 论文 集 , 1947 年 版 , 第 189 页 。 
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画 法 几何 的 发 展 


( 简 出) 


先 据 几何 规律 作 图 (投影 图 ) ?的 要 求 , 是 从 各 种 建筑 物 , 要 赛 上 事 及 金字 塔 移 建筑 实践 中 提出 来 的 、 到 了 较 
路 的 年 代 这 种 要 求 巾 来自 折 器 制造 和 技术 的 需要 。 远 在 纪元 前 ， 作 投影 图 的 官 步 党 试 就 已 经 其 时 。 保 存 到 现 
代 的 古代 奴 市 奢 筑 的 遗迹 ， 说 明了 在 建 泪 这 些 建筑 物 时 曾经 采 用 过 平面 久 和 共 它 图 样 。 用 马 建筑 师 马 克 ， 维特 
合 维 {纪元 前 一 世纪 ) 的 论文 集 4 十 论 建 筑 学 > 足 这 上 方面 最 古老 的 著作 之 --。 存 这 本 著作 时, 采用 了 物体 的 水 平 投 
影 和 正面 投影 (在 耳 个 投影 各 没有 投影 连 系 )， 好 象 这 种 投影 当时 已 经 是 人 所 周知 的 东西 了。 维特 租 维 在 给 本 
中 采用 了 中 心 投影 ， 井 在 其 普 作 中 研究 了 有 关 透 视图 作 靶 的 一 些 早期 问题 ， 例如 当时 就 已 经 提 及 “ 主 点 "和 视 

点 "之 类 的 问题。 

存 占 典 文化 繁荣 之 后 ， 护 著 就 进入 了 中 世纪 的 衰落 时 期 。 在 这 时 期 的 给 一 艺术 中 . 没 用 到 古代 所 用 的 过 
视 知识 。 然 而 在 修 贷 中 世纪 械 仅 时 发 和 的 有 关 疼 整 石料 的 所 有 比较 复杂 的 方法 ， 部 当 求 作 建 筑 物 的 平面图 和 
立 面 中 。 但 这 只 是 一 些 个 别 的 做 法 , 而 没有 经 过 严格 的 数学 论证 。 给 图 是 论 还 未 出 更 。 

直至 详 艺 复兴 时 代 ， 随 着 建筑 学 和 元 术 的 复兴 ， 男 法 儿 伺 在 共 历 史上 才 进 入 了 新 的 发 展 阶段 。 由 于 各 种 建 
筑 工程 { 转 别 是 桥梁 , 道 目 千 ) 的 日 益 扩 大 , 古代 曾经 洲 用 过 的 基 些 投影 图 要 素 ， 也 都 局 和 揽 应 用 并 且 不 断 发 展 。 这 
时 在 意大利 ,荷兰 和 德 阐 , 建筑 学 、 允 刻 术 和 绘画 术 痢 生 到 非常 医 孝 的 发 展 、 因 而 在 这 些 国家 的 艺术 家 和 和 建 济 电 
而 前 提出 一 项 任务 ， 有 必要 着 于 根据 几 合 原 更 研究 写生 远视 的 理论 。 在 这 个 时 期 中 ， 草 引用 过 一 系列 的 基本 构 
念 , 例如 投影 中 心 , 河面 , 拭 匈 , 主 点 ,地平线 , 远 距 点 等 。 

意大利 学 者 、 艺 术 理论 家 列 晶 ' 巴 奇 诞 塔 . 阿尔 培育 (1404 一 1472) 对 建筑 问题 极为 注意 他 对 进 视 基本 困 
论 的 研究 , 以 必 对 古代 遗产 中 优秀 形式 的 研究 , 证 富 了 各 医师 的 工艺 经 验 .在 斌 究 吨 生病 的 数学 点 埋 ( 延 祝 } 方面 ， 
果 水 壤 奇 在 本 大 的 论文 < 论 写 生 夯 > 和 < 论 建 筑 术 > 中 采用 了 灭 点 ,并 提出 了 有 很 大 实战 意义 的 利用 网 秒 作 透视 的 
方法 - 

当 装 饰 佛罗伦萨 入 名 的 教堂 3 的 青铜 大 门 时 ， 意大利 建筑 师 罗 伦 佐 . 基 培 尔 奇 (1378 一 1455) 采 用 写生 男 隐 
透视 原则 , 造 出 浮 崔 式 的 想像 。 在 天 才 的 意大利 艺术 家 ， 学 者 了 和 工程师 剂 帅 纳 尔 达 ， 达 ' 夯 奇 (1452 一 1519) 的 
作品 中 有 很 多 应 用 透视 图 的 例子 ， 转 别 是 一 种 新 谓 "观察 ”透视 、 当 询 昂 纳 尔 达 全 部 掌 提 了 线性 透视 知识 之 后 ， 
还 补充 了 *“ 减 色 "透视 和 "外 形 减 胃 " 透 视 。 当 时 他 的 根 撕 电 在 我 们 的 眼睛 和 被 观察 的 物体 之 同 不 存在 空虚 的 风 
和 何 空间 ， 而 充 主 着 共有 密度 和 上 天 色 的 现实 的 空气 。 列 癌 纳 尔 达 力求 所 夯 的 两 显得 特别 玲珑 浮 贴 ， 他 认为 六 影 具 
有 有 陈 类 的 剖 义 , 因此 他 将 半 影 分 为 "路 始 的 影 ? 和 "派生 的 影 "“ 复 素 的 影 ” 和 "简章 的 影 ”。 

日 耳 曼 文艺 揽 兴 和 村 代 的 卓 超 代表 , 德国 忆 术 家 和 辟 刻 家 阿尔 培 列 严 - 芍 列 尔 (1471 一 1528) 在 发 展 巾 现 方面 
作出 了 很 大 的 页 献 。 在 他 屠 本 详细 研究 络 西 理论 的 < 指南 > 一 书 中 载 有 大 量 平面 曲线 的 作 赂 法， 以 及 根据 物体 的 
水 平 抽 影 和 正面 投影 作物 体 的 延 视 图 和 阴影 的 狼 创 方法 。 

虽然 在 文艺 复兴 了 时代、 艺术 家 仅 对 延 杭 现 论 的 个 别 问 题 上 进行 九 何 解法 的 研究 ， -得 是 他 们 毕 竞 于 请 耳 透视 
的 基本 理论 , 并 为 透视 的 数学 论证 打下 了 基础 ， 而 透视 的 数学 沦 还 工作 是 由 意 人 利 学 者 略 维 多 、 乌 巴 尔 奇 (1545 


国人 参看 缘 论 。 
图 是 指 还 在 古 埃及 时 代 , 凋 造 各 种 建筑 物 于 就 应 用 了 平面 阳 和 立 面 图 。 
伟 教 全 是 教会 建筑 物 ， 
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一 160 着 手 进行 的 ， 应 公认 他 为 台 论 透视 学 的 蕊 划 者 。 乌 巴尔 童 的 著作 < 透视 六 书 3 差 不 多 包括 了 冰 关 带 摘 藻 ， 
所 有 主要 问题 的 解答 。 

1636 年 , 法 加 建筑 师 和 数学 家 和 沙 茹 人 4593 一 1662) 在 其 善 作 < 绘 制 物体 趋 视 国 的 “ 般 方法 ?中 首次 应用 伏 永 
法 作法 视图. 因而 为 画 法 蕊 何 的 过 六 法 疯 攻 了 基础 。 

您 "归咎 的 " 潍 江 党 发 展 过 侣 叫 , 从 面 纹 学 家 条 勤 (1685 一 1731) 和 答 园 罗 何 学 家 南 草 尔 特 (1728 一 1777 起 了 
重大 的 伞 明 ， 秦 蒜 旗 究 了 苹 本 的 定 俯首 是 的 站 法 ， 并 强手 迁 涡 守 确 定 贤 归 任务 种 特性 的 方法 南 别 尔 称 划 运 汝 
请 视 法 周明 名 算 几 何 芝 的 一 些 笛 杰 门 题 。 恰 别 是 当 他 研究 斋 化 表 襄 园 作 活 的 仪 问 了 他 牌 提 履 比 俩 划 规 站 座 
用 ， 南 别 东 洽 淖 所 仿 射 对 应 的 储 夺 ， 作 出 欣 射 中 心 在 无 认 远 时 的 乏 涡 回 。 淮 潮 隶 转 症 分 重视 解决 衣 视 抬 逆 问 
题 , 即 根据 用 中 心 投身 法 作 出 的 图 眉 现 原来 物体 的 问题 。 他 的 著作 4Freie Perspektive> (自由 透视 党) {1759) 
包含 有 作为 现代 鬼 影 测 呈 学 基础 的 -- 些 原则 。1775 年 出 现 了 下 尔 斯 接纳 的 著作 <Lehrbcgriff der gesammten 
Mathematik»(. 毅 获 沁 的 科学 酸 念 ), 在 该 薄 作 中 ， 作 音 用 部 析 疲 凋 上 了 将 空间 和 些 标 轴 直 角 投 射 到 平面 上 的 理 
论 ， 但 是 ,被 认为 性 畏 浏 结 的 创 妈 人 的 电 奖 滞 几 和 何 学 家 费 扩 里 奇 ， 怨 坟 1820 年 丰 他 的 落 作 <Isometrical Per- 
'sSpective> (等 油 先 被} 中 钨 述 了 等 测 投 影 的 班 论 , 并 扰 出 它 在 技术 上 的 应 用 。、 | 

法 国 工 各 师 法 列 球 耶 忆 682 一 1773) 前 研 究 过 将 徐 辕 法 谱 用 于 解答 奴 石 料 问题 ,他 及 究 骨 在 复杂 的 条 件 下 作 
留 筷 战 线 的 方法 区 此 利用 一 般 的 投 庙 法 在 税 邮 而 生出 而 上 拉 淮 浅 的 方法 。 

存 斌 站 见 何 发 展 或 一 门 科 学 的 过 程 中 ， 法 同 天 草 命 对 代 的 著名 的 引 国 邢 何 他 家 和 工程 师 加 斯 巴尔 - 荣昌 
(1746 --1818) 起 了 卓志 的 作用 。 演 日 将 积累 起 米 的 在 焉 而 上 绽 呈 空间 欧 体 阳 象 竟 理 论 和 实 戒 可 以 系统 从 和 屋 
括 ， 凶 冯 范 车资 本 主义 生产 的 不 断 增 长 而 提出 的 各 式 各 禅 的 实际 站 题 归纳 为 汐 数 不 多 的 儿 个 基本 的 纯 岂 何 问 
题 , 并 剂 用 位 在 纵 个 皇 相 王家 的 平 质 二 的 正 投 影子 以 解决 。 辣 时 ， 豪 耳 首 次 提出 ， 由 两 个 投影 组 成 的 平面 创 形 ， 
计 以 看 作 是 将 折 印 帘 的 形体 的 两 个 投影 绕 这 两 个 投影 而 的 交 线 旋 读 而 蛋 合 在 一 个 平河 上 的 结果 ， 这 两 个 平面 的 
交 线 站 来 称 为 ‘投影 轴 `。 | | 

1708 年 出 版 的 党 的 著作 <Giometrie Descriptivey( 绚 法 儿 伍 学 ) 足 各 -证 票 统 仿 壕 在 平 诈 寺 给 制 室 同 形 
体 图 等 的“ 航 方法 的 若 作 , 从 而 将 襄 法 几 订 学 提高 到 科学 学 他 的 水 平 。 党 日 前 号 及 何 方法 不 人 起 各 析 车 没有 敢 
局， 南 且 症 解析 法 的 让 然 的 ， 与 工程 实践 加 求 紧密 星系 的 补充 。 葵 中 在 共 画 法 儿 休 学 的 车 作 中 首次 握 及 如 下 阿 
题 : 1) 几何 变换 理论 的 应 用 (在 除 详 空间 形体 转变 为 平 曾 图 象 方 碑 ， 以 及 布 应 用 代数 方法 元 题 部 分 )， 23) 基 汀 - 
标高 投影 其 些 理论 问题 的 研究 ;3)》 曲线 和 星 面 的 详细 研究 , 泡 其 藉 与 同 指 楼 历 各 等 坡 面 咨 类 问题 的 研究 。 转 别 
总 在 作 划 军人 空 线 时 - 党 日 始 应 用 丁 辅 织 平 而 类， 也 应 用 了 辅 暴 蒜 闻 让 ， 而 为 了 硝 定 线 的 实 疾 各 平面 避 形 的 实 
形 ,党 日 广泛 利 思 了 座 转 水 ,以 及 允 在 1643 年 入 沙 指 著 作 中 就 兽 应 用 过 的 更 奖 抽 党 血汗， 

变 吕 的 < 国法 凡 创 学 > 是 站 各 方面 都 人 迫切 要 求 探索 绘 疝 再 论 的 馆 膏 下 出 现 的 ， 凤 此 这 门 新 妊 学 立即 在 技术 
学 校 中 占有 现 因 的 地 们 而 成 为 教学 计划 中 的 主要 课程 之 一 。 这 样 便 引 起 了 天 法 儿 何 烙 材 的 大 痢 出 扳 ， 而 且 在 尖 
时 出 版 的 教科 书 中 , 有 许多 已 具有 论述 全 面 而 又 系统 秩 强 的 畦 点 , 并 也 都 有 高 密 的 科 党 水平。 

上 坚 纪 中 时 在 奥地利 维也纳 学 派 的 车 作 叶 ,其 法 几何 学 又 得 到 了 进一步 的 提高 。 这 个 学 派 根据 射影 几何 学 
对 匠 体 进行 科学 的 伦 进 ， 从 而 丰富 了 两 法 几何 学 。 这 个 学 派 最 装 名 的 代 到 作 之 - “是 在 1371 年 册 版 的 德国 儿 舍 
学 家 次 东 善 尔 姆 ， 菲 牧 浊 泵 的 < 画 法 几何 学 与 射影 儿 何 学 在 本 质 上 的 联系 *。 这 是 第 一 永 达 到 铀 代 水 平 的 内 容 
本 富 的 同 法 几何 教程 。 读 党派 的 另 一 个 德 匠 几何 学 家 壳 米 乐 ， 名 列 尔 的 面 法 几何 讲义 ,在 画 法 几何 作为 一 站 科 
学 学 笠 来 讲授 的 初期 也 起 过 巨大 的 进步 作 其 < 加 相 

在 论证 轴 测 投影 方面 ， 簿 粹 造型 艺术 学 院 各 迎 筑 学 院 教 授 -上 尔 ， 波 尔 克 〈1810 一 1876) 起 了 卓 起 的 作用 ， 
1853 和 他 发 表 了 轴 测 投影 的 基本 定理 。 德 加 儿 何 学 家 什 下 尔 获 在 1864 年 对 这 个 定 副 进 行 耶 首次 的 推论 和 初步 
的 证 明 :， 站 那 有 时候 起 , 经 过 他 推论 的 那个 基本 定理 就 称 为 波 尔 克 - 什 充 尔 获 室 理 、1917 年 贫 斯 科 天 学 教授 六 ,K. 
年 撤 索 大治 这 个 定 媒 以 简章 的 证 明 。 莫 斯 科 的 儿 何 学 家 HJ, A 妙 位 哥 列 习 孝 授 指出 波 尔 克 定理 只 是 关于 卫 个 也 
而 体 处 字 平 后 透视 售 贺 这 一 个 更 一 般 的 定 王 的 报修 请 隧 。 与 波 共 澡 - 砷 七 水 菊 定 厚 类 仅 的 、 有 关中 心 轴 测 投 民 
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葛 一 些 定 照 ， 在 1910 年 为 与 地 利 几 何 党 家 埃 尔 温 * 克 得 伯 所 证 明 。 苏 苞 的 一 些 几何 学 家 对 克 香 伯 定 型 作出 本 
妨 莘 单 的 证 明 ， 并 对 它 加 上 确定 六 论断， 苏联 几何 学 家 还 继续 研究 过 在 投 财 册 个 伦 标 体系 时 的 加 测 投 影 的 站 本 
命题 9， 

王 余 纪 中 叶 , 画 法 几何 学 产生 了 一 个 新 的 分 支 ~ 一 多 维 空间 画 站 几何 党 。 在 西方, “ 冤 绯 ” 两 站 几何 学 主要 
基 蝇 大 利 数学 家 维 男 涅 接 和 背 兰 几何 学 家 施 卡 鸟 捷 发 形 起 来 的 9。 在 假 国 ， 移 维 画 法 几何 学 得 列 发 展 主要 是 
与 在 物理 -化 学 分 靳 中 所 斌 究 多 组 分 体系 (出 多 肥 元 天 组 成 的 含 金 和 和 溶 流 等 每) 时 发 生 的 问题 有 区, 这 方面 ， 院士 
1. 忆 - 库 东 纳 科 火 学 派 的 著作 起 着 主导 征用 >。 伟 六 的 拥 国 结晶 学 家 负 几 何 学 家 E. C. 改 奥 多 罗 夫 (1853 一 1919》 
碟 常 清楚 地 解 束 了 多 准 盯 引 儿 何 企 作 图 的 站 本 厌 理 ， 他 采用 了 各 和 炸 具 何 形象 代 凡 点 而 作为 此 本 元 素 ; 并 指 出 了 
作 平 桓 开 何 体系 的 无 福 沫 合 的 订 能 是 (平行 线段 体系 . 关 量 体系 、 由 体系 等 等)， 这 些 作 系 基 任意 维 数 的 点 空间 的 
一 一 册 射 也 。 

应 用 工 建筑 为 学 和 机 器 制 闭 的 加 法 几何 的 请 动 笑 基 法 产 年 于 二 十 世纪 ， 这 个 方法 最 初 是 在 玛 约 尔 和 米 捷 
其 的 著作 中 拉 出 的 。 在 苏联 、 区 和 尔 5. HL. 布 潜 天 千 曾 研究 过 这 个 方法 的 遍 理 . 

在 冻 联 , 避 法 此 何 学 的 发 展 总 沿 善 畦 有 的 道路 涉 过 来 的 , 发 展 的 过 程 本 以 分 为 芋 个 主要 时 期 

第 一 个 时 期 (十 九 芥 纪 以 前 ) 在 占 代 的 俄 辕 ， 当 建造 各 种 建筑 物 时 ， 绘 男 写 生 画 以 及 绘制 农业 用 地 - 科 虑 
市 的 平面 图 部 采 用 了 具有 茶 些 射影 几何 特性 的 图 。 如 普 斯 可 大 城 金 图 (1581) 是 按照 某 些 透 视 规 逢 作出 的 。*x 英 
斯 科 克 里 姨 补 宫 图 >(1600) 是 .一 种 接近 寺 止 电 朝 测 投影 的 “自由 投影 "。P. 小 尼 可 夫 完 成 的 < 莫 洛 托 天 工厂 ?的 图 
样 (1741) 是 正确 给 制 前 复合 图 的 例子 ， 自 学 的 爱 明 家 列 , II, 谋 昌 宾 的 图， 例如 落 名 的 栅 跨 涅 瓦 河 小 的 长 桥 赂 
(17?3) 以 及 十 八 世 纪 时 伟大 的 俄国 建筑 师 工 .B, 乌 机 托 寻 斯 目 ，R. I 巴 热 诺 夫 ， MA. 中 卡 扎 科 夫 华 的 赂 都 是 几 
何 上 正确 的 投影 图 。 

第 二 个 时 期 (从 十 泌 世 纸 初 叶 色 作 大 二 月 社会 主义 革 辣 前 在 十 九 世纪 初时， 人 们 逐步 党 握 了 所 有 积累 起 
来 的 有 关 作 眼 方 法 的 资料 ,已 未 证 腿 过 去 厚 辜 只 是 自发 地 应 用 一 下 射影 原则 了 。 各 扫 未 学 攀 帮 商用 油 法 风 
何 识 . 上 昨 列 为 林 炎 课程 之 一 。 

况 涉 此 条 这 一 魏 课 积 是 在 1810 年 于 彼得 便道 路 灾 通 军事 工程 学 谋 (更 在 的 列 党 格 鞭 铁路 运输 学 院 ) 首次 讲 
泊 的 。 第 一 个 被 任命 为 辐 洁 几 他 教授 航 足 法 国 工程 师 波 阁 邮 ， 他 原先 眼 务 十 兴国 的 工兵 部 队 。 波 次 耶 毕 业 于 袜 
范 耶 尔 工 程 学 梭 , 在 校 时 他 咏 完 了 家 与 讲 授 的 熙 潜 儿 何 教程 。 当 波 旅 哮 开 始 讲 课时， 于 1816 年 在 镍 从 保 出 版 了 

- 木 色 法 几何 又 和 仍 ， 这 本 苍 由 他 的 助手 4. 澳 夺 斯 于 亚 浇 大 (796-…1849; 坚 成 医 文 ， 臣 给 事 的 这 本 得 作 吕 在 
俄国 印行 的 第 一 本 瑞 法 见 何 举人 从 1818 年 越 ， 引 六 谢 总 斯 于 正典 去 就 在 学 院 王 始 镇 习 画 法 萎 何 的 教学 ， 共 二 
1824 年 效 笠 第 一 位 鼻 国 只 法 几何 教 反 的 称号 。1821 后 他 写 的 4 画 波 多 何 在 磺 > 问世 了 ， 这 是 第 --- 本 原 篇 半 滩 六 
扫 成 的 画 靶 几何 教程 。5. A 谢 契 斯 地上 业 诺 居 的 教科 书 详 述 了 画 法 泌 何 的 理论 ， 其 术 平 可 与 当时 欧 调 景 优秀 的 
教程 并 骂 弄 驱 。 在 以 后 的 壮 作 中 ，4. A. 谢 豆 捧 季 亚 洪 赤 首次 用 俄 文 写 出 了 关于 在 正 投 影 和 透视 中 作 阿 影 的 理 
论 葛 科学 论 还 ， 同 时 解决 了 使 曲 线 在 不 同 的 表面 上 投下 相 疝 的 阴影 的 作 图 问题 。!. A， 谢 瓦斯 季 业 读 夫 探 寺 了 
“ 宇 中 ”透视 几何 之 后 畦 别 莉 它 频 用 于 造型 艺术 中 。 中 .4 谢 记 斯 平 亚 诺 夫 在 其 著作 中 对 地 图 制图 学 太 日 其 学 
中 应 用 投影 的 研究 以 很 大 的 注意 。5L A 谢 天 斯 季 亚 谐 关 扩 火 了 了 蒙 日 所 用 的 投影 财 念 ， 并 蛙 别 介绍 了 辅助 投影 
站 ,这 种 方法 后 米 在 苏 准 埃 时 代 章 幸 尽 地 加 以 研究 (例如 , 参看 5, M, 科 洛 托 二 加 法 几何 学 , 国家 机 器 制造 腿 藉 出 
版 社 , 1933) 。 兄 , A. 谢 龙 斯 季 亚 诺 夫 的 巨大 功 续 还 在 于 当 他 努力 浅 法 用 个 遂 讲 授 画 法 几何 学 时 至 ， 引 和 人 了 画 让 由 

名 .中 . 雪 特 维 名 新: "到 重 直线 是 空间 吉 角 坐标 系 的 投影 "< 数学 汇编 第 40 着 , 第 期 , 1933 年 。 

号 P.H. 斯 攻 悦 * 多 纵 几 何 >, 寻 怕 特 从 书 , 35 兰 , 浅 比 售 , 1802 年 版 。 

名 在 了 .0. 虑 条 织 可 太 * 物 理 - 化 学 分 析 鬼 沦 ? 一 书 中 的 B, 工 , 拉 于 谢 大 《在 物 辐 -化 学 分 析 中 玉 用 的 给 配方 法 ?。 苏 联 寻 
学 院 出 版 ,第 四 版 ,194 年。 

名 EE.C, 洪 多 罗 夫 < 作为 制图 原理 的 断 几 休学 >, 候 得 供 矿 业 尝 院 出 版 , 1907 年 。E, C, 费 多 罗 夫 < 新 画 法 妃 何 举 }， 自 罗 拓 
科学 院 通报 , 第 六 化 , 第 二 疮 ,彼得 巾 勒 ,1917 年版 。 

时 ”当时 在 道 咯 交通 军训 工 架 学 院 是 用 法 请 讲 灌 的 。 
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何 学 的 俄 文 术 语 , 这 些 木 次 只 要 稍 加 改变, 况 跟 现在 所 用 的 术语 一 种 。 由 于 只, A, 谢 巨 斯 季 亚 诺 夫 的 坚持， 在 所 
有 中 等 军事 学 校 中 也 讲授 了 枉法 儿 何 的 初步 知识 。 

馈 窒 煲 道 路 父 遂 党 事 工程 学 院 的 中 . A. 谢 殉 斯 竹 亚 诺 火 继承 者 .彼得 你 工学 院 教授 . 十 九 世 纪 时 点 越 的 越 国 
高 竺 学 校 教育 家 I 要, 马 下 罗 夫 (1824- 一 1904) 用 狐 文 出 圾 了 一 系列 有 基 曾 靶 几 何 学 著作 的 评论 ， 在 很 大 程 府 上 全 
促进 了 男 法 几何 党 在 白 国 的 天 发 。H, H. 马 卡 罗 夫 还 积极 八 加 给 当时 各 学 校 氢 证 曾 灶 几何 学 ，、 给 三 和 制图 教学 
天 纲 的 工作 。 内 容 蝶 完备 的 画 法 几何 教程 也 是 由 日 . H, 马 卡 罗 夫 写成 的 (1870)。 

Fi. 开 . 马 卡 罗 夫 在 线性 透视 的 著作 中 , 采用 了 加 稚 投 影 法 解决 平面 上 的 线性 透视 问题 ,无需 使 用 所 绘 物 体 的 
正 投影 , 同时 他 还 研究 了 延 视 的 瘟 问 题 和 的 甫 法 。 

彼得 堡 道路 交通 军事 工程 学 院 建 筑 艺 术 教 研 室 B, MH. 库 尔 欠 莫 夫 教授 《1853 一 1904) 前 《 芍 具有 几何 教 息 > 
(1893 一 1897) 是 拱 国 的 西法 几何 经 典 落 作 。 除 了 这 本 教程 外 ，B. H. 库 尔 外 莫 夫 还 写 了 一 整 讲 有 关 效 法 几何 各 
种 问题 的 教 芝 参考 书 。 

-十 世纪 前 半期 的 俄国 学 者 H. A. 震 宁 (1887 一 1943) 教 授 创 代 了 丰富 的 画 站 几何 教材 ， 他 在 普及 和 推广 机 
六 几何 方法 方面 > 以 及 将 这 门 学 和 应 用 于 解决 力学 ,航空 摄影 、 电影 摄影 符 实 际 问题 方面 都 起 了 重要 的 作用 。 

第 三 个 时 期 (苏维埃 时 代 ) 在 蕊 大 二 月 六 会 主义 革命 之 后 ， 夯 法 几何 这 一 门 科学 得 到 了 全 面 发 展 所 必需 的 
一 切 条 件 。 丰 富 的 科学 文献 陆续 问世 。 在 商 符 技术 学 校 申 都 成立 了 专 站 的 画 闪 几何 与 工程 制 图 教 研 窒 。 为 了 
境 养 这 方面 的 科学 工作 者 ， 有 关 的 教研 窒 都 成 立 研 究 得 。 因此 便 产 生 了 以 继续 发 展 男 益 几何 这 门 科 学 为 宗旨 的 
科学 研究 协会 , 特别 总 1944 年 成 立 于 莫斯科 的 画 然 几何 科学 讨论 会 ， 以 及 列宁 格 勒 、 基 轿 稳 地 的 画 法 几何 与 绽 
如 方面 的 教师 和 科学 土 作者 协会 。 

鞭 联 几何 学 家 在 丙 法 几何 领域 内 曙 探 讨 过 一 些 新 的 科学 厂 究 方 法 : 

1 中 心 轴 测 投 影 的 基本 理论 : 

2) 用 参数 法 研究 图 象 , 图 象 的 定位 完整 性 和 度量 完整 性 的 理论 

3) 在 画 法 几何 中 拓 相 变换 和 其 它 变换 的 应 用 ; 

4) 多 锥 区 窗 几何 } 

5) 页 沾 儿 何 中 的 麟 线 图 解法 和 给 图 机 福 化 。 

苏联 在 症 法 儿 何 辐 域 的 科学 著作 及 其 教学 的 水 平 正在 继续 不 断 地 提高 。' 
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